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Algebraische Theorie der Ringe. II. 
Von 
Wolfgang Krull in Freiburg i. Br. 


Die vorliegende Arbeit stellt eine Weiterfiihrung der in dieser Zeit- 
schrift erschienenen Abhandlung: ,,Algebraische Theorie der Ringe. I“ 
dar’). Zum Verstandnis des folgenden diirfte es vorteilhaft sein, die dort 
gewonnenen Resultate nochmals kurz zu skizzieren: 

Gegenstand der Untersuchung sind im ersten Teil Ringe (d. h. Bereiche 
mit durch ,,Addition“ und ,,Multiplikation“ verkniipfbaren Elementen, in 
denen iiber die Umkehrung der Multiplikation keine Voraussetzung ge- 
macht wird), und zwar insbesondere solche Ringe R, die 1. nur Teiler 
der Null und Teiler der Eins enthalten, und in denen 2. ein Produkt von 
o Nullteilern verschwindet. Ein solcher Ring besitzt im wesentlichen die- 
selben Eigenschaften wie das Restklassensystem nach einem primiren 
Punktideal, d.h. nach einem Polynomideal, dessen Polynome nur in einem 
Punkt gemeinsam verschwinden. Jedem Ringe FR ist ein Kérper K zu- 
geordnet, der aus R durch Nullsetzen aller Nullteiler entsteht. Fiir jedes 
Polynom einer Variablen mit Koeffizienten aus R 1aBt sich eine eindeutige 
Produktzerlegung finden, genau so wie man das entsprechende Polynom 
mit Koeffizienten aus K eindeutig als Produkt von Potenzen irreduzibler 
Polynome darstellen kann. Dieses Resultat ist von fundamentaler Bedeu- 
tung fiir die ,,algebraischen“ und *,,transzendenten“ Erweiterungen von R. 
Wahrend die transzendenten Erweiterungen in Teil I nur knappe Behand- 
lung finden, wird die Theorie der algebraischen Erweiterungen, wenigstens 
fir vollkommene Ringe, ausfiihrlich entwickelt, und es wird das ab- 
schlieBende Resultat gewonnen: ,,Zwei regular algebraische Erweiterungen 
desselben vollkommenen Ringes R sind dann und nur dann isomorph, 
wenn es ihre zugeordneten K6rper sind.‘ 


1) Math. Ann. 88 (1922), 8S. 80—122 (zitiert als erster Teil), — In § 1 dieses 
ersten Teils sind die auch im folgenden zugrunde gelegten Begritie aus der Ideal- 
theorie kurz zusammengestellt, ebenso die Grundbegriffe der Erweiterung eines Ringes. 
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Die im ersten Teil gewonnenen Resultate sollen hier in verschiedener 
Hinsicht verallgemeinert und griindlicher ausgebaut werden. Zuniachst wird 
der allgemeinste Ring S charakterisiert, der sich eindeutig additiv durch 
endlich viele Ringe R des im ersten Teil betrachteten speziellen Typs 
darstellen la8t. Die Behandlung dieses, im wesentlichen der Axiomatik 
angehérigen Problems bildet den Inhalt der ersten drei Paragraphen. Der 
allgemeinste Ring S besitzt dieselben charakteristischen Eigenschaften wie 
ein allgemeines endliches System hyperkomplexer Gré8en mit kommutativer 
Multiplikation; jeder endliche Ring mit Einheitselement gehért diesem 
Typus an. Vom Standpunkt der Idealtheorie aus ist S§ dadurch aus- 
gezeichnet, daS kein Primideal einen echten Teiler besitzt, bzw. daB fiir 
kein Ideal simtliche Potenzen verschieden sind. 

Die fiinf letzten Paragraphen der vorliegenden Arbeit befassen sich 
wieder mit Ringen R des speziellen Typs. Es werden zunichst in § 4 die 
endlichen Ringe behandelt, die dort gewonnenen Resultate werden dann 
auf beliebige vollkommene Ringe ibertragen. 

Es handelt sich dabei im wesentlichen um vier, den Aufbau und die 
Typisierung betreffende Probleme: 

1. Der in der Theorie der primiren Punktideale wichtige Begriff der 
Hilbertschen invarianten Zahlen wird in geeigneter Formulierung auf die 
Ringe F iibertragen, und es werden so fiir die Isomorphie zweier solcher 
Bereiche nctwendige, aber nicht hinreichende Kriterien gewonnen. Dabei 
werden nicht nur dem Ringe R selbst, sondern auch jedem Ideale aus R 
Hilbertsche Invarianten zugeordnet. Im allgemeinsten Falle stellen diese 
Invarianten endliche Zahlen oder transfinite Machtigkeiten dar. 

2. Es wird gezeigt, daB in jedem volikommenen Ringe F ein ,,Grund- 
ring“ besonders einfacher Art enthalten ist, aus dem R durch ausschlieB- 
liche Adjunktion von Nullteilern gewonnen werden kann. Ein Grundring 
ist dabei entweder ein K6rper, oder er entsteht aus einem Kérper durch 
Bildung der Restklassen nach einer Primzahlpotenz und besitzt dann in 
seinem Aufbau gréBte Ahnlichkeit mit einem K6érper von Primzahlcharak- 
teristik*). Der Nachweis des Vorhandenseins des Grundrings ist vor allem 
fiir folgendes Problem von Wichtigkeit: Betrachtet man nur solche Ringe, 
in denen jedes Ideal eine endliche Basis besitzt, so liegt die Frage nahe, 
ob sich jeder Ring eines gegebenen Typs als Restklassensystem nach einem 


*) Zum Begriff der Charakteristik, sowie zu den iibrigen der Kérpertheorie ent- 
nommenen Begriffen vgl. die Arbeit von E. Steinitz: ,,Algebraische Theorie der 
Kérper“. Journal f. Math. 187, 8. 167—303, die im folgenden wie im ersten Teil ab- 
gekiirzt mit St. zitiert werden soll. Genau wie im ersten Teil werden wir ferner die 
Abkiirzung N. benutzen fiir die Arbeit: ,,.[dealtheorie in Ringbereichen“ von E. Noether 
(Math. Annalen 83 (1921), S. 24—67) 
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Polynomidea! in endlich viel Variablen mit Koeffizienten aus einem Kérper 
oder sonst aus einem einfach gebauten Bereich darstellen lat. Aus der 
Existenz des Grundrings folgt nun, daS diese Frage fiir die in der vor- 
liegenden Arbeit behandelten vollkommenen Ringe zu bejahen ist, sofern 
man als Koeffizientenbereiche Kérper und Grundringe in gleicher Weise 
zulaBt. 


3. Will man die Erweiterungen eines speziellen Rings, die selbst 
wieder spezielle Ringe darstellen, untersuchen, so liegt es bei der beson- 
deren Natur dieser Bereiche nahe, sich zunichst auf ,,regulire Erweiterungen“ 
zu beschrinken, die, grob ausgedriickt, folgendermaBen charakterisiert 
werden kénnen: 


«) Der Erweiterungsring R entsteht aus dem Ausgangsring R aus- 
schlieBlich durch Adjunktion von Einheiten. 

B) Zwischen den Nullteilern aus R bestehen in R im wesentlichen 
keine anderen Relationen als in R. 


Das Fundamentaltheorem I von §7 zeigt nun, da8 bei vollkommenen 
Ringen die vollkommenen regularen Erweiterungen mit den im ersten Teil 
von ganz anderem Standpunkte aus eingefiihrten algebraischen und transzen- 
denten Erweiterungen identisch sind. Daraus ergibt sich, daB die in Teil I 
durchgefiihrte Ubertragung von Methoden der Kérpertheorie auf die Theorie 
der speziellen Ringe keine bloB formale, sondern wirklich innerlich be- 
rechtigt war. 


4. Vor allem fiihrt die Hereinziehung der Ké6rpertheorie zu einem 
Uberblick iiber die Gesamtheit Jer vollkommenen reguliren Erweiterungen 
eines vollkommenen Ringes R. Fundamentaltheorem II besagt namlich: 
Zwei vollkommene regulare Erweiterungen desselben vollkommenen Ringes 
R sind dann und nur dann hinsichtlich R aquivalent, wenn es ibre zu- 
geordneten Kérper hinsichtlich des dem Ringe R zugeordneten Koérpers K 
sind. Jeder Erweiterung von R entspricht also im wesentlichen genau 
eine Erweiterung von K und umgekehrt. 


Es handelt sich nun noch darum, kurz zu skizzieren, welche Resultate 
sich aus den Untersuchungen der vorliegenden Arbeit fiir die Typisierung 
der betrachteten Ringe, insbesondere der vollkommenen, ergeben. Es 
wurde gezeigt, da8 alle vollkommenen Ringe eine sehr weitgehende Ver- 
wandtschaft mit den Restklassensystemen nach primiéren Punktidealen 
besitzen. Daraus ergibt sich aber noch nicht die Méglichkeit, fiir die 
[somorphie zweier vollkommener Ringe notwendige und hinreichende Kri- 
terien zu finden. Denn die entsprechende Frage ist sogar bei den Rest- 
klassensystemen nach Punktidealen noch unerledigt. Gelinge ihre Beant- 
wortung in diesem Spezialfall, so wire damit gleichzeitig eine erschépfende 

1* 








4 W. Krull. 


Typisierung der endlichen Ringe méglich, wahrend man im allerallgemeinsten, 
in der vorliegenden Arbeit behandelten Falle den Aufbau von Polynom- 
idealen in Variablenmengen beliebiger Machtigkeit beherrschen miiBte. 

Anders als bei den allgemeinen Ringen liegen die Verhiltnisse, wenn 
wir uns auf die oben erwahnten Grundringe, insbesondere auf die voll- 
kommenen, beschranken. Jeder Grundring entsteht aus seinem Primring 
durch regulire Erweiterung. Daraus ergibt sich durch Anwendung der 
beiden Fundamentaltheoreme, da8 fiir die Isomorphie zweier vollkommener 
Grundringe mit demselben Primring die Isomorphie der zugeordneten Kérper 
notwendige und hinreichende Bedingung ist. Insbesondere sind zwei alge- 
braisch abgeschlossene Grundringe mit demselben Grundring dann und nur 
dann isomorph, wenn sie gleichen Transzendenzgrad besitzen. Mit diesen 
Ergebnissen sind die Isomorphiefragen bei vollkommenen Grundringen im 
wesentlichen erledigt, bzw. auf die entsprechenden Fragen der Kérper- 
theorie zuriickgefiihrt. 


§ 1. 
Der allgemeine Ring FR. 


Die allgemeinen Ringe, auf die wir die Ergebnisse des ersten Teils 
dieser Arbeit ausdehnen wollen, lassen sich folgendermaBen charakterisieren : 

Jedes Element aus R besitzt die Gestalt a= {a,a™,...,a™}, 
wobei das Element a“ einem Ringe R vom speziellen Typus (vg. Teil I, 
§ 2) entnommen ist. Wir wollen a als die ,,i-te Komponente von a‘ 
bezeichnen. Zwei Elemente heiBen dann und nur dann gleich, wenn sie 
in sdmtlichen Komponenten iibereinstimmen. Summe und Produkt sind 
durch die Gleichungen 


1 (2 ( (1) (2 ( (1) ; ( (2) , (2 ( ( 
all pull a y+ {b".b™,..., db} = {a+ ba” +5",....a +5! 
bzw 

1 (2 ) (1) (2) ( (1) (1) (2 (2 (nm) 
fa”, a™, ...,0%- 40", &, ..., Pa a4", oO. .. 


definiert. Bezeichnet 0 das Nullelement, r“ das universelle Einheitsele- 
ment von R™’, so ist 


q@ (2) n) (1) (2) (n) (1) ‘n—1) (nm) 
a={a’, 0”, ...,0™}+{0",a",...,0™}+...+{0", ..., 0 >) 
(1) (2) (nm) (1) (2) (m) (1) (m—1) (nm) 
ge I og oF OP oe See ae gg 
. 1 (¢—1 ' (s ° ° — 
Wir wollen {0, ...,0°°", a, 087”, ..., OM} als die .,i-te Additions- 
qi i—1i i+1 ( * . 
komponente von a“, {r,’,..., 8 gh .... ri’ = a, als die ,,i-te 


Multiplikationskomponente von a‘ bezeichnen. Additions- und Multipli- 
kationskomponenten von a sind eindeutig bestimmt. Nullelement in 4 
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ist das Element {0”, 0, ...,0}, universelles Einheitselement ist 
{rr ..., 1}. Die Gesamtheit aller derjenigen Elemente aus R, deren 
Additionskomponenten bis auf die i-te sdmtlich Null sind, bilden einen 
mit R® isomorphen Ring S. R kann als die Summe der Ringe S® 
aufgefapt werden, insofern sich jedes der Elemente aus R eindeutig als 
Summe je eines der Elemente aus 8”, S®,..., 8S darstellen lapt. 

Zwei Elemente a = {a",a™,...,a™} und b= {b™,5b™,...,5™} 
sind teilerfremd, d. h. das Ideal (a,b) ist gleich (r,), wenn die ent- 
sprechenden Komponenten in R“ teilerfremd sind, d. h. wenn fiir jedes i 
mindestens eines der Elemente a”, 6 eine Einheit in R® ist. Die Multi- 
plikationskomponenten eines Elementes sind daher stets teilerfremd. Ein 
Element aus A ist dann und nur dann Nullteiler, wenn mindestens eine 
seiner Komponenten, z. B. die #-te, in R® Nullteiler ist; ein Element ist 
Einheit, wenn simtliche Komponenten Einheiten sind, es gibt also in R 
nur Nullteiler und Hinheiten. 


Jedes Ideal aus R lapt sich in der Form {a", a'?),...,a™} darstellen, 
wobei a ein Ideal aus R™ bedeutet, d.b. man kann die Ideale a“ so 
bestimmen, da8 a alle und nur die Elemente enthalt, deren ¢-te Kom- 
ponente dem Ideale a entnommen ist. 

Diese Tatsache folgt daraus, da8 a gleichzeitig mit {a"), a‘), ...,a™} 
auch das Element 


(1) (2) (n) (D (¢-—1) (¢) (¢+1) (n) 
oS pa psc BAO acckee we, © Pisag oe 
(1) (é-1) (¢) (+1) (nm) 
Ee pec GM oes tema 


enthalt. Aus diesem Grunde enthilt namlich a das Element {a“, a, ..., a™}, 
sofern nur n Elemente b, (¢ =1,2,...,°n) in a auftreten, derart, dab 
a die ¢-te Komponente von 5, ist. 

Die Ideale a® sind ersichtlich eindeutig bestimmt. Sie sollen als die 
Komponenten des Ideals a‘ bezeichnet werden. Die Komponenten des 
Produkts zweier Ideale sind gleich dem Produkt der entsprechenden 
Komponenten, d. h. es ist 


(1 ( 3 i (nm) (nm) 
{a a”, ssl Bes 6”, ...,6%} = {ab Sinan ae 


Wie man sich leicht iiberzeugt, sind zwei Ideale dann und nur dann 
teilerfremd, wenn die entsprechenden Komponenten jeweils teilerfremd 
sind; ferner ist qa dann und nur dann durch 6 teilbar, wenn die #-te Kom- 
ponente von a jeweils durch die s-te Komponente von 6 teilbar ist. 

Im folgenden soll unter 0 = (r{”) das Einheitsideal aus R, unter 
p*® das aus allen Nullteilern von R“ bestehende Primideal verstanden 
werden. Dann ist 9 =(r,)={o, 0, ..., 0} das Einheitsideal aus R. 
Ferner 1a8t sich das Ideal a = {a, a,..., a} eindeutig als Produkt 
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der teilerfremden Ideale a; = {0"’, ..., o*-", a®, 0+”, ..., 0} darstellen 
(§ = 1,2,..., %). 

Die Ideale a, sollen als die ,,Multiplikationskomponenten von a“ be- 
zeichnet werden. Ist a; die ¢-te Multiplikationskomponente von a, 6, die 
entsprechende von 6, so ist a;-b; diejenige von a-b. 

Ein Ideal, fiir das mehr als eine Multiplikationskomponente von o 
verschieden ist, kann nicht primar sein, denn ein primares Ideal laBt 
sich infolge seiner Grundeigenschaft nicht als Produkt von teilerfremden 
echten Teilern darstellen. Hingegen ist jedes Ideal von der Form 
a, = {o,...,0% 2, a, 9+”, ...,0} primar. Ist nimlich b, -b,=0(a;), 
so kann entweder sowohl die ¢-te Komponente von 6,, als auch diejenige 
b, von o™ verschieden sein. Dann ist sowohl eine endliche Potenz von 
b, als auch eine endliche Potenz von 6b, durch aq; teilbar. Ist aber z. B. 
die i-te Komponente von 6, gleich 0, so mu diejenige von 6, durch 
a® teilbar sein, und es ist b,=0(a;). Ein Produkt kann also nur dann 
durch a, teilbar sein, wenn das gleiche von einem Faktor oder von einer 
endlichen Potenz jedes Faktors gilt, a; ist also nach Definition primar. 
Die sdmtlichen Primideale des Ringes R sind, wie leicht einzusehen, durch 
die Ideale yp, = {0 , ..., 0°", p*®, 0**” 
geben. 

Das primdre Ideal a; ist durch das Primideal p; und durch kein 


anderes teilbar. Ist 0; der zu R gehdrige charakteristische Exponent, 
so muf jedenfalls pj‘ =0(a;) sein. 


n ° 
po+0p 0” }(6 mel, 2,...,%) ge 


Die Ideale des Ringes R", also auch die des Ringes g*. lassen sich 
den zum Primideal ), gehdrigen primdren Idealen von R hinsichtlich der 
Multiplikation isomorph zuordnen. Um diese Tatsache einzusehen, braucht 
man nur allgemein dem Ideal a; = {o0,..., o*-", a®, 9+, ..., o™} 
das Ideal a zuzuordnen; dann entsprechen in der Tat a,-b, und a®.5® 
einander, wenn das gleiche von a, und a’, sowie von 6, und 6“ gilt. 


Uber die Idealtheorie des Ringes R ist wohl geniigend gesagt, es ist 
klar, daB sich diese Theorie vollkommen auf die Idealtheorie der Ringe 
R®-bzw. S zuriickfiihren la8t. Ehe wir zur Behandlung des zu R ge- 
hérigen Funktionenringes R, iibergehen, sollen noch einige Bemerkungen 
iiber die Elemente aus R gemacht werden. 

Sind zwei Elemente a und b aus R dquivalent, d.h. sind die Ideale 
(a) und (b) gleich, so gibt es stets eine Hinheit r, die der Gleichung 
a-r = b geniigt. 

In der Tat, sind a und 6b dquivalent, so miissen auch die i-ten 
Komponenten dieser Elemente jeweils aquivalent sein. Sind aber a und 
b” fquivalent, so existiert nach dem Zusatz zu Satz 1 von Teil I stets 
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ein regulares Element r™, fiir das die Gleichung a™.7® — & erfiillt ist. 
Daher geniigt das regulire Element r={r“, r,...,r°} der Gleichung 
a-r=b. Ferner kénnen wir feststellen: 

Sind a und b dquivalent, und a-q¢ = b, wobei g einen Nullteiler be- 
deutet, so muB fiir mindestens ein ¢ die Gleichung a” = 5” = 0” be- 
stehen. Ist nimlich g ein Nullteiler, so gibt es mindestens ein 7, fiir das 
q” ein Nullteiler aus R® ist. Dann aber mu8 a“ =} = 0 sein, da 
sonst die Elemente a® und a™-g® = 6 nach Satz 1 von Teil I nicht 
iquivalent sein kénnten. Wir wollen schlieBlich saémtliche Elemente aus 
R ermitteln, die der Gleichung x* — x= 0 geniigen. Ist a ein Element 
dieser Art, so muB fiir jedes i die Gleichung a” — a = 0 erfiillt sein. 
Da aber das Polynom z° — z sich in Rf’ als Produkt der teilerfremden 
Primfunktionen x — r:” und z darstellen 1aBt, so folgt, daB die Gleichung 
z*—2z-=0 in R® nur die beiden Nullstellen r und 0 besitzt. Daraus 
ergibt sich: 

Die sdmtlichen Lésungen der Gleichung x* — x=0 werden durch 
diejenigen Elemente dargestellt, deren i-te Komponente fiir jedes i einen 
der Werte 0 oder r\ besitzt. 


Man iiberzeugt sich nun sofort, daB die Elemente 


q = £0", ....0 "6 oO ete oe | ee 
die einzigen sind, die die Eigenschaft besitzen, daB die Gesamtheit aller 
Elemente aus R von der Form a-e, einen der in Teil I behandelten spe- 
ziellen Ringe mit dem universellen Einheitselement e, bildet. Daraus folgt 
weiter: 
Die speziellen Ringe S®, als deren Summe sich der Ring R dar- 
stellen laft, sind eindeutig bestimmt, d.h. ist R= SY + 8° +...+8™ 
sv +s? +...8"", wobei alle S® und alle 8S“ Ringe des speziellen 
Typs sind, so ist n=n’' und bei geeigneter Numerierung ist S“ mit 
S" identisch. : 
Es handelt. sich nun um die Betrachtung von R,. Wir definieren 
analog wie oben fiir jedes Polynom f(x) ={f‘(x), f(a), ...,f™(x)} 


f 
aus R, die ,,t-te Komponente“, f(x), die ,.i-te Additionskomponente', 
fe"... 0 ef eh On 


die t-te Multiplikationskomponente, 


fr, iia sited f(z), rit . bic ri”. 
Diese Komponenten sind eindeutig bestimmt. Die Gesamtheit aller Poly- 
nome, deren Additionskomponenten bis auf die ¢-te saimtlich 0 sind, bilden 


den Polynomring S;”, der mit R;’ isomorph ist. R, 1a8t sich als Summe 
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der Ringe S/” auffassen. Eine Funktion ist regular, wenn simtliche Kom- 
ponenten regulir sind. Sie ist dann und nur dann Einheit, wenn samt- 
liche Komponenten Einheiten sind. Fiir die regulare Funktion f(z) findet 
man folgendermaBen eine Produktzerlegung: 


; ; a 
Ist f° (x) = e® (x)- JJ hi" (x), wobei der Eindeutigkeit halber die teiler- 
k=1 


fremden Primdarfunktionen hi sdmtlich in der Normalform*) angenommen 
werden sollen, so erhalt man fiir f(x) die eindeutige Produktizerlegung: 


n n 4 . 
f(x) = [Jes(x)- JT Uf hea(x); eg (2) = fr... , e (x), rot... rl); 
t=1 i=1k=1 


hen (x) = {0 ... 28-™, AP (x), rt? ... 2}. 

Die Funktionen e,(z) sind Einheiten, die Funktionen h,, (x) sind unter- 
einander teilerfremd und haben die Eigenschaft, daB sie sich nicht mehr 
als Produkt von teilerfremden Faktoren darstellen lassen. Wir kénnen die 
Funktionen k,, (x) als Primarfunktionen bezeichnen; Primfunktionen miiBten 
dann diejenigen Funktionen h,, (2) genannt werden, deren ¢-te Komponente 
insbesondere eine Primfunktion aus Rf” ist. 


Jedes Ideal a aus R, besitzt die Gestalt a {a, a®,...,a}, und 
n 

es ist a= JJ a; (a;=—{o0%... 0%, aM, p+... 9}). Die a; werden 
‘=1 


wie oben ,,Multiplikationskomponenten von a“ genannt. Ein regulires 
Ideal r aus R, ist dann und nur dann primar, wenn nur eine seiner 
Multiplikationskomponenten, etwa die i-te, von o verschieden ist, und 
wenn auBerdem im angenommenen Falle a“ ein primires Ideal aus R}” 
darstellt. Ist insbesondere a Primideal, so ist r Primideal. Jedes reguldre 
Ideal aus R, laft sich eindeutig als Produkt von teilerfremden Primdridealen 
darstellen. Zwei verschiedene regulire Primideale aus R, sind stets teiler- 
fremd. Jedes primaire Ideal r ist durch ein einziges Primideal p teilbar, 
und es gibt dann stets einen Exponenten o, so daB p'” = 0(r) wird. 
Ein Nullteilerideal q aus R, ist dann und nur dann primar, wenn nur 
eine seiner Multiplikationskomponenten, etwa die i-te, von 9 verschieden 
ist. Ist insbesondere im angenommenen Fall a” — . so ist q Prim- 
ideal. Die Gesamtheit der Ideale aus R,, deren Multiplikationskomponenten 
bis auf die i-te mit o identisch sind, laBt sich den Idealen aus Rj” hin- 
sichtlich der Multiplikation isomorph zuordnen. 

%) D. h. bei den hf (x) soll Grad und Ordnung iibereinstimmen, und der Ko- 


effizient der héchsten Potenz von z soll gleich rf sein, was nach Fundamentalsatz 1, 
§ 4 des ersten Teils, stets méglich ist. 
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Durch die gemachten Bemerkungen ist die Behandlung des Funktionen- 
ringes Ry auf die Behandlung der Funktionenringe R{” (i =1, 2, ..., n) 
vollstandig zuriickgefiihrt. Auch die Theorie der algebraischen und trans- 
zendenten Erweiterungen von R 1laBt sich jetzt mit Leichtigkeit erledigen. 
Wir haben: 


Satz 1. Es lapt sich stets ein Erweiterungsring R={R™, KR, ..., R™ 
des Ringess R={R”, R®,...,R'™} angeben, bei dem R™ eine beliebig 
vorgegebene regular algebraische oder transzendente Erweiterung des Ringes 
R darstelit. 


Zum Beweis geniigt, wie leicht zu sehen, der Nachweis, daB sich ein 
Erweiterungsring R={R™... R“-”, R®, R“*”... R™) von R angeben 
laBt, bei dem R® eine einfache regular algebraische oder transzendente Er- 
weiterung von R darstellt. Die Existenz dieses speziellen Erweiterungs- 
ringes ist aber trivial. Soll namlich R“ eine einfache transzendente Er- 
weiterung von R® bedeuten, so wird R durch das Restklassensystem aller 
Polynome einer Variablen a mit Koeffizienten aus R modulo {(q), ..., («), 
(0), (a),...,(@)} dargestellt. Soll R® eine einfache regular algebraische Er- 
weiterung von R™ durch eine Nullstelle der Primfunktion g™ («) sein, so hat 
man das Restklassensystem der Polynome von « modulo {(a), ...,(«), (g™(@)), 
(«),...,(@)} zu nehmen. Bezeichnen wir R als algebraisch abgeschlossen, wenn 
simtliche R algebraisch abgeschlossen sind, und nennen wir R vollkommen, 
wenn alle R™ vollkommen sind, so ergibt sich aus Satz 1 und den Er- 
gebnissen des ersten Teils: 


Satz 2. Jeder Ring R lat sich zu einem algebraisch abgeschlossenen 
erweitern. Ist R ein vollkommener Ring und sind R, ={R;”, RP’, ..., Rf” 
(k=1, 2) zwei algebraisch abgeschlossene Ringe, die dadurch ausgezeichnet 
sind, daB R{° durch regular algebraische Erweiterung aus R® hervorgeht, 
so sind R, und R, hinsichtlich R dquivalent. 


§ 2. 
Axiomatische Behandlung der allgemeinen Ringe R. 


Im vorliegenden Paragraphen beschiftigen wir uns mit Ringen R, 
die ein Einheitselement besitzen, also den Bedingungen 1 bis 4 von § 2, 
Teil I geniigen und auferdem noch folgende Forderungen befriedigen: 


a) Zu jedem primdren Ideal t aus R gibt es ein eindeutig bestimmtes 
Primideal », so dag r=0(p) und auBerdem p**=0(t) ist, wobei o, 
eine im allgemeinen von t abhdangige, natiirliche Zahl bedeutet. Man sagt 
»t gehort zu p“. 
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b) Jedes Ideal aus R laBt sich als kleinstes gemeinschaftliches Viel- 
faches von endlich vielen zu verschiedenen Primidealen gehérigen Primar- 
idealen darstellen. 


Bedingung a) und b) sind sicher erfiillt, wenn R folgender Forderung 
genigt: 


c) Jedes Ideal aus R besitzt eine endliche Basis, laBt sich also in 
der Form a =(a,,@,,..-,@,,) schreiben. 


Der Nachweis dieser Tatsache fiir beliebige Ringe bildet eines der 
wesentlichsten Resultate der Arbeit ,,I[dealtheorie in Ringbereichen“ von 
E. Noether. Im vorliegenden Paragraphen benutzen wir noch folgende Satze: 


ist b zu den Idealen a,,a,,..-, 0, teilerfremd, so ist es auch zu 
a,-a,-...°a, teilerfremd.“ ,,Ist a-0 =0(b) und sind a und 6 teilerfremd, 
so ist } =0(6).“ (Diese Sitze wurden bereits in Teil I benutzt.) ,,Sind 
a und 6 teilerfremd, so ist [a,b)=a-b.“*) (Dieser Satz folgt fiir Ringe 
mit Einheitselement leicht aus der Definition der Teilerfremdheit.) Ferner 
soll im AnschluB an E. Noether eine neue Bezeichnung eingefiihrt werden. 
Wir sagen: ,,Das Ideal a ist zum Ideal 6 relativ prim“, wenn aus der 
Gleichung a-d = 0(6) stets } =0(b) folgt.“ SchlieBlich ist noch folgende 
Vorbemerkung zu machen: Ist R ein beliebiger Ring, so entsteht ein neuer 
Ring R’, wenn man ein beliebiges Ideal a aus R gleich Null setzt, d. h. 
alle diejenigen Elemente, deren Differenz durch a teilbar ist, die also in 
iiblicher Ausdrucksweise modulo a kongruent sind (geschrieben: a, =a, (a)), 
als nicht verschieden ansieht. 


In der Tat ist jede Klasse modulo a kongruenter Elemente durch jeden 
ihrer Reprasentanten eindeutig bestimmt, und man kann zwei beliebige 
Klassen miteinander addieren und multiplizieren, weil aus a, =a,(a); 
b, =6,(a) die Gleichungen a, +b, =a,+56,(a) und a,-b, =a,-b,(a) 
folgen*). Besitzt R ein Einheitselement r,, so besitzt auch R’ ein solches, 
namlich die durch r, bestimmte Klasse. 

Wir beweisen jetzt folgenden, fiir beliebige Ringe mit Einheitselement 
gultigen 

Hilfssatz. Ist R ein Ring mit Einheitselement, und ist (0)=a, -a,-...-a,, 
wobei fiir i + k die Ideale a; und a, teilerfremd sind, so laBt sich R in ein- 
deutiger Weise als Summe von n Teilringen S”, S®,...,8™ darstellen, 
wobei S demjenigen Ringe R isomorph ist, den man aus R durch 
Nullsetzen von a, erhdlt. 


*) Vgl. N., § 8. S. 51ff 
*) Vgl. Teil I § 7, wo derjenige Kérper untersucht wurde, der aus dem ort 
betrachteten Ring durch Nullsetzen von p* hervorging. 
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Dieser Satz, der in verschiedenen Spezialfallen schon lange bekannt 
war, findet sich in allgemeinster Form in der Arbeit: ,,Moduln in nicht- 
kommutativen Bereichen* von E. Noether und W. Schmeidler*). Der dort 
gefiihrte Beweis soll in etwas anderer Anordnung kurz wiedergegeben werden. 


Setzt man a® = so ist a® = 0(a,) (¢+k); a®-a,=—0; a®-qa®—0 
+4 
(¢+k). Ferner ist, wie leicht einzusehen, (a, a®,...,a)—=/(r,). Es 


existieren daher n Elemente e® = 0(a) (¢ =1,2,...,) derart, dab 


n 

r,= Se ist. Es muB nun (e) = a sein. Denn es ist ((e), a;) =(r,), 
i=1 

weil jedes der Elemente e® (¢ +) und folglich auch das Element 5 e 


ees 

durch a, teilbar sein mu8. Aus der Teilerfremdheit von e und a, und 
aus der Gleichung a“-a,=(e®)-a,;=0 folgt nach einem oben zitierten 
Satz a® = 0((e)). Da ferner nach Definition (e®)=0(a) ist, so ist 


n 
wie behauptet a‘ =—(e). Es laBt sich nun infolge der Gleichung 5 e =r, 
n i=1 
jedes Element a aus R in der Form a=_¥ a darstellen, wobei a = 0 (a) 
i=1 
ist. Man braucht ja nur a = a-e zu setzen. Diese Darstellung ist aber 


n n ° n ’ 
eindeutig. Ist nimlich a= S'a®= Sa, so ist S(a%—a%) = 0. 
i=1 t=1 i=1 


Daraus folgt, daB a® — a® durch a, teilbar sein muB, weil 0 und jede 
der Differenzen a® — a® (k +4) durch a, teilbar ist. a — a’ ist daher 
durch [a,, a] teilbar, und nach einem oben zitierten Satz ist wegen der 
Teilerfremdheit von a, und a die Gleichung [a;, a] = a;-a = (0) erfiillt. 
Es ist also allgemein a =a, Das eindeutig bestimmte Element a“ 
soll als die i-te Komponente von a bezeichnet werden. Ist a die é-te 
Komponente von a, 6 diejenige von b, so ist a” + 6 diejenige von 
a+b, a®-b diejenige von a-b. (Die letztere Tatsache folgt daraus, 
daB8 allgemein a“-a® — (0) (¢ + &) ist.) Man kann daher den Ring R 
in eindeutiger Weise als Summe von n Ringen g™ a”... ., S™ darstellen, 
wobei S® aus der Gesamtheit aller derjenigen Elemente besteht, bei denen 
nur die 7-te Komponente von Null verschieden ist, die also durch das Ideal 
a teilbar sind. e” ist das Einheitselement von S“’. 

Es ist nur noch zu zeigen, daB R® und S“ isomorph sind. Diese 
Tatsache ergibt sich daraus, daB zwei Elemente dann und nur dann 
modulo a, kongruent sind, wenn sie in ihrer ¢-ten Komponente iiberein- 
stimmen. Man erhalt also eine eineindeutige Zuordnung zwischen den 
Elementen von R™ und 8“, wenn man jedem Element a seine i-te Kom- 
ponente zuordnet. Da8 diese Zuordnung hinsichtlich Addition und Multipli- 


*) Math. Zeitschrift 8 (1920), S.1—35. Fiir den vorliegenden Satz vgl. § 4 u. § 5. 
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kation isomorph ist, folgt daraus, da8 zwei Elemente addiert bzw. multipli- 
ziert werden, indem man ihre Komponenten addiert bzw. multipliziert. 
Der Hilfssatz ist jetzt voll bewiesen. 


Satz 3. Hin Ring R gehért dann und nur dann zu den in § 1 
charakterisierten Ringen, wenn er ein EHinheitselement besitzt, Bedingung 
a) und b) befriedigt und auBerdem folgendem Axiom geniigt: 

d) Kein Primideal aus R besitzt einen vom Einheitsideal verschiedenen 
echiten Teiler. 

In der Tat geniigt einerseits jeder der in § 1 charakterisierten Ringe R der 
Bedingung a), denn das zum primaren Ideal a ={o0... 0-2, a, of+2,., pm} 
gehérige Primideal p = {9... 0*-”, p*®, p+»... 9} hat die Eigenschaft, 
daB a=0(p) und p*=0(a) ist. Weiterhin lat sich jedes Ideal aus R 


n 
in der Form a = JJ a, darstellen, wobei die a; zu verschiedenen Primidealen 
i=1 


gehérige Primarideale bedeuten, und wegen der Teilerfremdheit der Ideale a, 
ist nach einem oben zitierten Satz a =([a,,a,,...,a,]. SchlieBlich geniigt 
R noch der Bedingung d). Denn jeder echte Teiler des Primideals 
p={o0... 0-2, p*, p+»_.. 9} muB die Gestalt {0%... o%-», a, 
o*+)... 9} besitzen, wobei a” einen echten Teiler von p*” darstellt. 
Dieser Bedingung geniigt aber einzig das Ideal o. 

Es handelt sich nun um den Nachweis, daB jeder Ring R mit Ein- 
heitselement dem in §1 charakterisierten Typus angehért, wenn er den 
Bedingungen a), b), d) geniigt. Wir leiten zu diesem Zwecke zuniichst 
aus a), b), d) einige Folgerungen her. 

Aus a) und d) folgt, daB zwei zu verschiedenen Primidealen gehérige 
Primarideale teilerfremd sein miissen. Sind namlich r, und tr, die beiden 
Primarideale, p, und p, die zugehérigen Primideale, so miissen p, und p, 
wegen Bedingung d) teilerfremd sein. Dann sind aber auch pfs und pte 
teilerfremd, also wegen pf =0(r;) (¢=1,2) auch r, und r,. Aus der 
eben festgestellten Tatsache folgt, daB sich jedes Ideal aus & als Produkt 
von teilerfremden Primaridealen darstellen la8t. Ist namlich a =[r, , r,,...,t,], 
wobei die r; zu verschiedenen Primidealen gehérige Primirideale sind, so 
miissen die r, nach dem eben Festgestellten teilerfremd sein, und es ist 


ferner a =T1,-t,:...-t,. SchlieBlich kénnen wir noch bemerken: Ist a ein 
beliebiges, p ein Primideal, so ist entweder a durch p teilbar, oder a und 
p sind teilerfremd. Ist nimlich a= r,-t,-...-1,, wobei die r, teilerfremde 


Primarideale sind, so gehért entweder ein r, zu p, und dann ist a durch p 
teilbar, oder p ist zu allen r; und mithin auch zu a teilerfremd. 

Es ist jetzt leicht, den Rest unserer Behauptung zu beweisen. Ist 
namlich (0) = t,-t,-...°t,, wobei die r,; teilerfremde Primirideale sind, 
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so 1aBt sich nach dem Hilfssatz R auf eindeutige Weise als Summe von 
n Ringen S”,S®,...,8™ darstellen, wobei S demjenigen Ring R“ 
isomorph ist, der aus R entsteht, wenn man das Ideal r, gleich Null setzt. 
Es bleibt nur noch zu beweisen, daB R ein Ring von dem in Teil I be- 
trachteten Typus ist, daS also R® Bedingung 5 von § 2 Teil I geniigt. 
Das ist aber in der Tat der Fall. Ist namlich p, das zu r, gehérige 
Primideal, und ist py = 0(r,;), so betrachte man ein beliebiges Ideal a. 
Entweder ist a=-0(p), dann ist a%=0(r;). Oder es ist a zu p,, also 
auch zu pf und t, teilerfremd, dann ist a modulor; mit dem Einheitsideal 
identisch. In R verschwindet also die 9,-te Potenz jedes vom Einheits- 
ideal verschiedenen Ideals, d.h. R geniigt dem Axiom 5 von § 2 Teil I. 
Damit ist gezeigt, daB R sich als eindeutige Summe von endlich viel 


Ringen des in Teil I behandelten Typus darstellen la8t, Satz 3 ist voll 
bewiesen. 


Satz 4. Die Bedingungen a) und d) kénnen auch durch folgendes, 
gleichwertiges Axiom ersetzt werden: 

e) Sind a und b zwei beliebige Ideale aus R, und ist a zu b relativ 
prim, so sind a und 6 teilerfremd. 

Zuniachst ist leicht zu sehen, da8 aus Bedingung e) Bedingung d) ge- 
folgert werden kann. Ist namlich a ein beliebiges, p ein Primideal, so 
ist a entweder durch p teilbar, oder zu p relativ prim, das folgt unmittelbar 
aus der Definition des Primideals. Gilt daher Bedingung e), so ist ein 
beliebiges Ideal a entweder zu p teilerfremd, oder durch p teilbar, p kann 
also keinen vom Einheitsideal verschiedenen echten Teiler besitzen. Ferner 
ist auch Bedingung a) eine Folge von e). Denn zunichst bildet, wie aus 
der Definition des primaren Ideals leicht zu erkennen ist, die Gesamtheit 
aller Elemente aus R, von denen eine endliche Potenz durch das primare 
Ideal r teilbar ist, ein Ideal, und zwar ein Primideal p.*) Da nun er- 
sichtlich r = 0(p) ist, so kann p nicht zu r teilerfremd sein. Es existiert 
daher nach e) ein Ideal p==()(r), so daB p-§ =O(r) ist. Daraus folgt, 
angesichts der Tatsache, da8 r primar ist, die Existenz einer natiirlichen 
Zahl o,, so daB p* =: 0(r) wird. 

Umgekehrt folgt aus den Bedingungen a), b), d) die Bedingung e). 
Ist namlich a = 1,-tg-...-T,, @’ = Tj-Ty-...-T,, Wobei die r, und ebenso 
die rj zu verschiedenen Primidealen gehérige und daher teilerfremde Primar- 
ideale bedeuten, so ist entweder jedes r; zu allen rj teilerfremd. Dann 
sind a und a’ sicher teilerfremd. Andernfalls mégen etwa r, und rj nicht 
teilerfremd sein, also zum selben Primidea] p, gehéren. Dann existiert, 
wie aus Bedingung a) leicht geschlossen werden kann, eine natiirliche 





%) Vgl. N., § 4, Satz V. 
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Zahl co, so daB r;=0(rj) wird. Es sei insbesondere o> 1 so gewahlt, 
daB ry *=0(rj) ist. Setzt man dann D=r;’-rj-...-t4, so ist 
a-bD=0(a’); D==0(a’). Ware naimlich }=0(a’), so miiBte wegen 
der Teilerfremdheit von r3-rj-...-t, und rj die Gleichung rj~* = 0(r{) 
entgegen unserer Annahme gelten. Wir haben mithin gezeigt, daB aus 
den Bedingungen a), b) und d) sich ergibt, da8 a zu a’ entweder teiler- 
fremd oder nicht relativ prim sein mu8, d. h. daB Axiom e) eine not- 
wendige Folge von a), b) und d) ist. Satz 4 dient als wichtige Stiitze 
beim Beweis von 


Satz 5. Hine hinreichende Bedingung dafiir, daB R dem in § 1 
charakterisierten Typus angehdért, ist die, daB R dem Axiom c) (Basis- 
forderung) und auBerdem folgender Bedingung geniigt: 

f) Zu jedem Ideale a aus R existiert ein endlicher Exponent o,, 80 
daB a®* = a°%*" wird. 

Zunichst sei nochmals darauf hingewiesen, daB R infolge von c) auch 
den Axiomen a) und b) geniigen mu8. Wir zeigen nun zum Beweise 
unserer Behauptung, daB R auch die Bedingung e) befriedigt. Nehmen 
wir an, es sei bewiesen, daB in einem Ringe mit Einheitselement, der den 
Bedingungen c) und f) geniigt, jedes Ideal a entweder zum Nullideal teiler- 
fremd, oder nicht relativ prim ist, d. h. daB zu jedem vom Einheitsideal 
verschiedenen Ideal a aus R ein Ideal a + (0) existiert, so daB a-q = (0) 
wird! Dann ist damit auch gezeigt, daS Bedingung e) eine notwendige 
Folge der Bedingungen c) und f) ist. Es seien nimlich a und b zwei be- 
liebige Ideale. Dann betrachten wir den Ring, der aus R durch Null- 
setzen von 6 hervorgeht. Dieser Ring besitzt ein Einheitselement und 
geniigt offenbar den Bedingungen c) und f). Daher wird a entweder mo- 
dulob zum Ejinheitsideal, a und 6 sind dann teilerfremd, oder es existiert 
ein Ideal a = 0(6), so daB a-a=0(6b) wird, a ist also zu b nicht 
relativ prim. 

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB im Ringe R selbst jedes von 
(r.) verschiedene Ideal a zum Nullideal nicht relativ prim ist. Wir be- 
merken zunichst, da8 a zum Nullideal nicht relativ prim sein kann, falls 
das gleiche von einer endlichen Potenz a° von a gilt. Ist niamlich 
a°-G =(0), so sei t der kleinste Exponent, fiir den a*-G = (0) wird. Dann 
ist a’~?-q ein von (0) verschiedenes Ideal a, das der Gleichung a-a = (0) 
geniigt. Wollen wir nun zeigen, daS das vom Einheitsideal verschiedene 
Ideal a zum Nullideal nicht relativ prim ist, so begniigen wir uns, ge- 
stiitzt auf die eben gemachte Bemerkung, mit dem Nachweis, daB das 
gleiche von dem Ideal a®« —6 gilt, das der Gleichung 6°—6 geniigt. 
Es sei 6 =(6,,6,,...,6,). Dann gilt infolge der Gleichung b* = 
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ein Gleichungssystem 0 = > (6,,.—4;,,)6, (#=1,2,...,”), wobei 
k=1 
f 0 s+#&k : 
a= fae das Kroneckersche Symbol bedeutet, und allgemein 


b;, =0(b) ist. Setzt man |b,,—4,,|—d (¢,k=—1,2,...,”), so stellt 
d die Summe des Elements r, und einer Anzahl durch 6b teilbarer Ele- 
mente dar, es ist also jedenfalls d==0(b), mithin (d)+(0). Anderer- 
seits folgt aus elementaren Determinantensatzen, da8 fiir jedes ¢ die 
Gleichung 6;-d = 0 erfiillt ist, daB also die Idealgleichung b-(d) = (0) gilt. 
Damit ist der Beweis von Satz 5 abgeschlossen. 

Wir bemerken noch, da jeder Ring vom in §1 charakterisierten 
Typus dem Axiom f) geniigt, sogar in der verscharften Fassung, daB ein 


fester Exponent @ existiert, so daB allgemein a® = a°*’ ist. Ist namlich 
r={o%... 9-2, gf, of+).,.. 9} ein primares Ideal, so ist 
r= {9"...0°°", (0), o°*”...0%} =r%**. Setzt man daher 9 gleich 


der gréBten der Zahlen 9,, so ist fiir jedes a immer a* = a°**. Hingegen 
wird, wie leicht zu sehen, Bedingung c) nicht durch jeden Ring unseres 
Typs befriedigt. 

Es soll jetzt nachgewiesen werden, daB die Axiome b) und e) unent- 
behrlich sind, d. h. daS keines von ihnen weggelassen werden kann. Zu 
diesem Zweck betrachten wir die folgenden beiden Ringe. 


1. Der Ring aller ganzen natiirlichen Zahlen besitzt ein Hinheits- 
element, er befriedigt die Axiome a), b) (und c)), gentigt aber wegen der 
Ausnahmestellung der 0 nicht den Axiomen d) und e). 


Denn das Primideal (3) ist ein Teiler des Primideals (0) und zu 
diesem letzteren Primideal relativ prim, aber nicht teilerfremd. Ferner 
geniigt der Ring der natiirlichen Zahlen auch nicht Axiom f). Z. B. sind 
alle Potenzen von (3) verschieden. 


2. Wir betrachten einen Ring R“’, der sich im gewissen Sinne ein- 


deutig als Summe von unendlich vielen Ringen R“ darstellen lapt, wobei 
jeder R® ein Ring des speziellen Typs ist. 

R™ enthilt alle Elemente von der Form a = {a, a, ...}, wobei 
a” ein beliebiges Element aus R® bedeutet (i =1,2,...). a” heiBt die 
t-te Komponente von a. Zwei Elemente sind gleich, wenn sie in simtlichen 
Komponenten iibereinstimmen, sie werden addiert, multipliziert, indem man 
die Komponenten addiert bzw. multipliziert. Einheitselement aus R“’ ist 
{r rf”, ...}. TJedes Ideal aus R“’ besitzt die Gestalt {a, a”, ...}, wobei 
a ein beliebiges Ideal aus R ist. Ein Primarideal ist dadurch charak- 
terisiert, da8 nur fiir ein einziges ¢ das Ideal a‘ von o verschieden ist. 


Ist in diesem Falle a —y*, so ist das Primérideal Primideal. Zwei 
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verschiedene Primideale sind teilerfremd, ein Primideal besitzt keinen 
echten Teiler. Ist r= {o™...9*-”, a, 9+” ...} ein Primiarideal, 
p = {0 ... of), p*®, p@+n . -} das zugehérige Primideal, so ist stets 
p* = 0(r). R® geniigt also den Axiomen a) und d). (Wahlt man die 
Ringe R™ so, da& fiir jedes i die Ungleichung 0, < @ erfiillt ist, so geniigt 
R™ auBerdem Axiom f), sogar in seiner verschirften Fassung.) R be- 
friedigt schlieBlich auch stets das Axiom e). Die beiden Ideale 
a = {a, a, ...} und b= {b", 6™,...} sind namlich dann und nur 
dann teilerfremd, wenn allgemein a“ und 6™ teilerfremd sind. Sind daher 
a und 6 nicht teilerfremd, so’ ist fiir mindestens ein ¢ das Ideal a® zu 6” 
nicht teilerfremd; dann existiert > = 0(6"), so daB a”-b® = 0(6") 
wird. Dann ist aber d = {b™...6*-”, d®, b“*” ...} +0(b), a-d =0(b). 

Hingegen geniigt R™’ nicht dem Axiom b), weil das Ideal 
a= {a,a®...,} sich nur dann als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches 
von endlichen vielen Primaridealen darstellen la8t, wenn nur endlich viele 
a® von o” verschieden sind. 

Mit Hilfe der Beispiele 1) und 2) (vgl. die dort in Klammern bei- 
gefiigten Bemerkungen) erkennt man auch, da8 die Axiome c) und f) von 
einander unabhingig sind. Ferner sieht man leicht, daB es auch Ringe 
des allgemeinen Typs gibt, die das Axiom c) nicht befriedigen. Betrachtet 
man namlich alle Polynome in unendlich viel Variablen z,, z,,... mit 
rationalen Zahlkoeffizienten, und setzt alle Potenzprodukte der 9-ten Dimen- 
sionen gleich Null, so erhalt man einen Ring, sogar vom speziellen Typ, fiir den 
aber c) nicht erfiillt ist, weil p* —(z,, z,,...) keine endliche Basis hat. 

Hingegen ist die Entscheidung noch zweifelhaft, ob das Axiom a) aus 
den Axiomen b) und d) ableitbar ist. Wir wollen daher in Zukunft den 
allgemeinen Typ durch die Axiome b) und e) festlegen. Das Axiomen- 
system a), b),d) wurde zunichst nur gewahlit, weil bei ihm die charakte- 
ristischen Eigenschaften am deutlichsten hervortreten. Wir geben zum 
SchluB noch eine tabellarische Zusammenstellung der Hauptaxiomensysteme: 

I. Allgemeiner Typ. R bestizt ein Hinheitselement und geniigt 
folgenden Axiomen: 

b) Jedes Ideal aus R lat sich als kleinstes gemeinschaftliches 
Vieljaches von zu verschiedenen Primidealen gehérigen Primdr- 
idealen darstellen. 

e) Ist a zu b relativ prim, so sind a und 6 teilerfremd. 


II. Unterfall des allgemeinen Typs. R besitzt ein Hinheits- 
element und es gilt: 


c) Jedes Ideal aus R besitzt eine endliche Basis. 
£) Zu jedem Ideal a gibt es eine Zahl 0,, 80 dap a® = a%** wird. 


Algebraische Theorie der Ringe. II. 17 


III. Spezieller Typ. R besttzt ein Hinheitselement und befriedigt 

die Bedingung: 
g)*) Es gibt eine Zahl o, so dap fiir a + (r,) die Gleichung a° = (0) 

gilt. 


§ 3. 
Beispiele fiir Ringe vom allgemeinen und speziellen Typ. 


Ein ziemlich allgemeines und einfaches Beispiel eines Ringes vom 
allgemeinen Typ erhalt man folgendermaBen: Man gehe aus vom Systeme 
aller Polynome von m Variablen x, , X., ..., Z,, mit Koeffizienten aus einem 
beliebigen algebraisch abgeschlossenen Koérper, und betrachte das Restklassen- 
system nach einem Polynomideal a, das die Higenschaft besitzt, dap die 
Gesamtheit seiner Polynome nur fiir endlich viel ,,Punkte“, d. h. fiir endlich 
viel Wertsysteme {x, = &, x, = &",...,2,=&"} (é=1, 2, ..., m) 


gleichzeitig verschwindet. Dieses Restklassensystem bildet einen Ring R 
vom allgemeinen Typus”). 

Das Ideal a muS namiich die Gestalt a = a,-a,-...-a,, besitzen, wo- 
bei a, zu allen a, (¢ + &) teilerfremd ist und die Gesamtheit aller Polynome 
von a, nur in einem einzigen Punkte, bei geeigneter Bezeichnung etwa fiir 


1) » (2) 


{x, = &",2,=é",..., 2, =&"} verschwindet. Die Betrachtung des 
Ringes R lat sich daher nach dem Hilfssatz des vorangehenden Para- 
graphen auf die Betrachtung von n Ringen R”, R®,..., R™ zuriickfihren, 
wobei R durch das Restklassensystem aller Polynome von 2,, 2,,..., Z» 
nach dem Ideal a; dargestellt werden kann. Das Restklassensystem nach a, 
bildet aber einen Ring vom speziellen Typus. Nehmen wir namlich an 
(was durch eine Variablentransformation stets erreichbar ist), daB a; ins- 
besondere fiir das Wertesystem {z, = 0, z, = 0,..., 2, = 0} verschwindet, 
so mu8 a, alle Potenzprodukte der z; von einer gewissen, etwa der 9,-ten 
Dimension an enthalten”). Daraus folgt leicht, daB ein Polynom in R“’ 
dann und nur dann Nullteiler ist, wenn es kein von den 2, freies, von 
Null verschiedenes Glied enthilt, und da® ferner in R™ alle regularen 
Elemente Einheiten sind. Die Gesamtheit aller Nullteiler bildet daher 
ein Primideal p* =(z,,2,,..-,%,,), dieses Primidea] teilt jedes vom 
Einheitsideal verschiedene Ideal, und da p***=(0) ist, so verschwindet 


allgemein die o,-te Potenz jedes vom Einheitsideal verschiedenen Ideals. 


m 


*) Bedingung g) ist mit Bedingung 5 von Teil I identisch. 

*) Zur Theorie der Polynomideale vgl. z. B. Lasker, Math. Annalen 60 (1905), 
8. 20—116. 

”) Hilbert: ,Uber die vollen Invariantensysteme“, Math. Annalen 42 (1893), 
8. 320. 
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R® ist also ein Ring vom speziellen Typus, und R gehért infolgedessen 
dem allgemeinen Typ an. 

Wahlt man als Grundkérper, dem die Koeffizienten der Polynome 
entnommen werden, insbesondere den Kérper aller komplexen Zahlen, so 
kommt man zu den gewdhnlichen ,,endlichen Systemen hyperkomplexer 
Gré8en mit kommutativer Multiplikation’.. (Der Gedanke, diese Systeme 
durch Restklassensysteme nach Polynomidealen der oben gekennzeichneten 
Art zu reprisentieren, geht auf Kronecker zuriick"')). Diejenigen Systeme 
hyperkomplexer GréBen, die einen Ring vom speziellen Typ darstellen, 
heiBen in der iiblichen Terminologie irreduzibel, die andern reduzibel. 

Welches sind nun die Eigenschaften, durch die ein irreduzibles System 
hyperkomplexer GréBen (oder das Restklassensystem nach einem in einem 
einzigen Punkte verschwindenden Polynomideal) vor einem beliebigen Ringe 
des speziellen Typs ausgezeichnet ist? Offenbar zweierlei: 


1. Die Tatsache, daB das betrachtete System ein ,,endliches“ ist, dap 
also jedes seiner Ideale eine endliche Modulbasis besitzt, gestattet, fiir die 
irreduziblen Systeme hyperkomplexer GréBen die ,,Hilbertschen Zahlen“ 
zu definieren**). 

2. Man kann das System der hyperkomplexen GroBen aus einem 
Koérper durch Adjunktion von Nullteilern erzeugen, eine Tatsache, die 
fiir beliebige Ringe vom speziellen Typ nicht unmittelbar evident, ja 
iiberhaupt falsch ist. 

In den nachsten Paragraphen soll nun gezeigt werden, inwieweit sich 
die unter 1. und 2. gekennzeichneten Eigenschaften auf beliebige spezielle 
Ringe iibertragen lassen. Dabei wird sich zeigen, daB es in jedem Fall 
méglichst ist, das Analogon zu den Hilbertschen Zahlen zu finden. Hin- 
gegen werden wir nur fiir vollkommene Ringe den Nachweis fiihren kénnen, 
daB diese Bereiche aus einem ,,Grundring‘‘, der mit dem K6rper seinem 
Typ nach aufs engste verwandt ist, durch Adjunktion von Nullteilern er- 
zeugt werden kénnen. 

Zam SchluB dieses Paragraphen mége noch auf einen Bereich hin- 
gewiesen werden, auf den sich die in Teil I entwickelte Theorie mit un- 
wesentlichen Anderungen anwenden la8t, obwohl er nicht Axiom g) von 
§ 2 genigt. 

Es handelt sich um einen Ring mit Einheitselement, der die Eigen- 
schaft besitzt, da8 er nur Nullteiler und Einheiten enthalt, und daB 
auBerdem eine endliche Potenz jedes Nullteilers verschwindet. Ein solcher 


1) Kronecker: Sitzb. der Berl. Akad. 1888, 8S. 429—438; 447—465; 557—578. 
12) Vgl. etwa Schmeidler: ,Zur Theorie der primairen Punktmoduln“, Math. 
Annalen 79, § 1. 
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Ring R braucht nicht notwendig ein Ring vom speziellen Typ zu sein. 
Es bildet zwar auch in R die Gesamtheit aller Nullteiler ein Ideal, weil 
aus af =a$* = 0 stets (a, +a,)"** = 0 folgt, und fiir jedes Nullteiler- 
ideal mit endlicher Basis wird stets eine endliche Potenz dem Nullideal 
gleich. Fiir Ideale mit unendlicher Basis braucht jedoch diese letztere 
Bedingung nicht erfiillt zu sein. Man nehme z. B.den Ring R, den die 
Gesamtheit aller Polynome von unendlich viel Variablen x,,x,,... mit 
rationalen Zahlkoeffizienten modulo des Ideals (x;, x?, ..., xp**,. ..) bildet. 
In diesem Ring ist jedes Polynom, das ein von Null verschiedenes, von 
den Variablen freies Glied enthialt, eine Einheit, die andern Polynome 
sind simtlich Nullteiler. Man kann aber immer solche Nullieiler angeben, 
fiir die eine beliebig hohe, aber festgegebene Potenz von Null verschieden 
ist, und aus diesem Grunde kann keine endliche Potenz des Ideals 
p* =(z,, 2,,...) verschwinden. 


Gleichwohl kann man nach den in Teil I entwickelten Methoden den 
zu R gehérigen Polynomring R, behandeln, und daraus die Theorie der 
transzendenten und algebraischen Erweiterungen von R herleiten, ohne 
irgendwie auf wesentliche Schwierigkeiten zu stoBen. Der Grund fiir diese 
Tatsache liegt darin, daB die Ideale, mit denen wir es bei unsern Rech- 
nungen zu tun haben, stets ihrer speziellen Natur nach eine endliche Basis 
besitzen (z. B. das Ideal, das aus den Koeffizienten eines Polynoms, oder 
eines nicht-linearen Gleichungssystems besteht.) Um ein Beispiel von den 
kleinen Modifikationen zu geben, die bei Behandlung des Ringes R ent- 


stehen, mége Satz 1 von Teil I auf unsern Ring iibertragen werden. Er 
lautet hier: 


Sind a und b «wei beliebige Ideale aus R, ist a:b +(r,), ist ferner 
d ein Nullteilerideal mit endlicher Basis, so ist a:(D-6) ein echter Teiler 
von a:b. 

Unter unseren Voraussetzungen existiert naimlich eine natiirliche Zahl 0, 
so daB b®° =(0) und also durch jedes Ideal teilbar ist. Daher gibt es 
eine natiirliche Zahl 0 < 4 < 0, so daB b* = 0(a:6); d’-*?==0(a:b) ist. 
Dann aber ist >’~* = 0(a:(b-b)). 


Man kénnte auch versuchen, einen allgemeinen Ring, der sich auf 
endlich viel Ringe der oben gekennzeichneten Art zuriickfiihren la8t, axio- 
matisch zu charakterisieren. Doch lohnt das wohl die Miihe nicht. 
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§ 4. 


Die endlichen Ringe mit Einheitselement"*). 


Wir beginnen mit den in § 3 angekiindigten Untersuchungen und 
betrachten zunichst die endlichen (d.h. nur endlichviel Elemente ent- 
haltenden Ringe mit Einheitselement. Diese Bereiche befriedigen ersichtlich 
die Endlichkeitsaxiome c) und f) und es gilt: 


Satz 6. Die endlichen Ringe mit Einheitselement sind Ringe des 
allgemeinen Typs und lassen sich daher als eindeutige Summe von endlich 
vielen endlichen Ringen des speziellen Typs darstellen. 

Da, wie in § 1 gezeigt, die Theorie der allgemeinen Ringe sich voll- 
kommen auf die der speziellen zuriickfiihren 1a8t, so untersuchen wir so- 
fort die speziellen endlichen Ringe. Es sei R ein solcher Bereich, r, sein 
Einheitselement. Die Vielfachen von r, kénnen wegen der Endlichkeit von R 
nicht alle verschieden sein. Es sei o-+-1 die kleinste natiirliche Zahl, fiir 
die (o + 1) r,?*)—r, wird. Dann ist o die kleinste natiirliche Zahl. 
fir die o><r,--0 wird. o muB Primzahlpotenz sein. Wire namlich 
¢ = 0,-6,; (6,,0,) = 1, so waren o, <r, +0 und o, <r, + 0 zwei teiler- 
fremde Nullteiler. Wir kénnen also o = 2° setzen, wobei a eine Prim- 
zahl bedeutet. Versteht man unter o wie iiblich den charakteristischen 


1 


Exponenten von R, so ist wegen(2 x r,)*o~* — 2%" >< r, sicher 0 < 0, < 0. 
.o=— & 


Satz 7. Die Gesamtheit der Vielfachen des Einheitselements des 
speziellen endlichen Ringes R bildet einen Ring R, der dem Rest- 
klassensystem nach x“ isomorph ist, wobei a eine Primzahl bedeutet, 
und 0, héchstens gleich dem charakteristischen Exponenten 0 von R ist. 
R heift der zu R gehorige Primring™). R ist eindeutig definiert als 
der kleinste Teilring von R, der einen speziellen Ring darstellt. o, ist 
der charakteristische Exponent von R, p* —(2a>1,) sein Primideal. 


Der erste Teil der Behauptung ist klar, der zweite ergibt sich daraus, 
daB, wie in §1 gezeigt, r, das einzige von 0 verschiedene Element aus R 


™%s) Die Typisierung der endlichen Ringe im Sinne von Satz 10 des vorliegenden 
Paragraphen wurde bereits von Kircher in einer Abhandlung im ,American Journal“ 
(1916), die dem Verfasser iibrigens nicht vorlag, gegeben. Gleichwoh] behandeln wir 
hier die endlichen Ringe ausfiihrlich, weil sie uns als geeignetes Musterbeispiel fir 
die allgemeineren Entwicklungen der folgenden Paragraphen dienen. 

*®) Das an dieser Stelle benutzte Multiplikationszeichen wurde deshalb verwandt, 
weil wir es hicr nur mit einer iterierten Addition, nicht mit der Multiplikation von 
Ringelementen zu tun haben. 

**) Diese Bezeichnung ist im AnschluB an die Kérpertheorie und an A. Frankel: 
,»Uber gewisse Teilbereiche und Erweiterungen von Ringen“ (Habilitationsschrift, 
Leipzig. Teubner 1916). 1. Kapitel gewahlt. 
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ist, das der Gleichung 2* — 2 = 0 geniigt**). Es handelt sich nun um die 
Konstruktion eines ausgezeichneten zu R gehérigen Ringes, der als ,,Grund- 
ring‘ bezeichnet werden soll. 

Zu diesem Zweck betrachten wir den dem Ringe A zugeordneten 
Kérper K (vgl. Teil I, § 7). XK ist ein endlicher Kérper und als solcher 
vollkommen**), Ferner kann K aus dem aus allen Vielfachen von 7, be- 
stehenden Primkérper K, der dem Restklassensystem modulo z isomorph 
ist, durch Adjunktion eines einzigen, hinsichtlich K“ algebraischen Ele- 
mentes « erzeugt werden*’), Es bedeute g(x) die irreduzible Funktion 
aus kK’, deren Nullstelle @ ist, «’ ein beliebiges Element aus der durch 
& bestimmten Klasse, schlieBlich g(2) eine Primfunktion aus R/”, die 
der durch g(x) bestimmten Klasse angehért. (Eine solche Primfunktion 
gibt es stets, da dem Ringe R™ der Kérper K“ zugeordnet ist.) Als- 
dann ist «’ Nullstelle einer Primfunktion g’(x) aus R,, die mit g(zx) 
modulo p* kongruent ist. Da nun K ein vollkommener Kérper ist. so 
hat man g(z)=(x—@)-9,(x), wobei g,(2) und 2 — @ teilerfremd sind, 
und es ist mithin entsprechend: g’ (x)= (x — «’)-g‘ (x); (gj (xz), x —a’)=(r,). 
Daraus fclgt aber nach Fundamentalsatz 2 von Teil I § 5 eine Gleichung 
g\x)=(x—«)-g,(x), wobei « und e«’ modulo p* kongruent sind, also 
der durch @ bestimmten Klasse angehéren. 

Das Element « ist hinsichtlich R regular algebraisch. Zur Begriindung 
dieser Behauptung haben wir nur noch nachzuweisen, daB « nicht Null- 
stelle einer von Null verschiedenen Funktion aus R;” ist, deren Ordnung 
kleiner ist als der Grad von g(x). Ist nun a(x) eine regulire Funktion 
aus R;” von niedrigerem Grade als g(x), so sind g(x) und a(z) teiler- 
fremd, « kann also unméglich Nullstelle von a(x) sein. Sind simtliche 
Koeffizienten von a(x) Nullteiler, so besitzen sie die Gestalt a,-(2><r,)"*. 
Ist nun 4 die kleinste unter den Zahlen i,, so ist a(x) =(z x r,)*-a'(zx), 
wobei a’(x) regular und also zu g(x) teilerfremd ist. Ist daher a(a)= 0, 
so mu8 auch (x><r,)‘=0, also a(x)=0 sein. « ist daher wirklich 
hinsichtlich R® regular algebraisch. 

Durch Adjunktion von « entsteht aus R® ein Ring R", der als der 
zu R gehdérige Grundring bezeichnet werden soll. Da K aus K“ durch 
Adjunktion von @ entsteht, so ist dem Ringe R” der Kérper K zu- 
geordnet. R™ enthalt also aus jeder Klasse modulo p* kongruenter Ele- 
mente von R mindestens eines, und es kann mithin R aus R™ durch 


15) Man beachte, da8 wir den nur aus dem Nullelement bestehenden Ring bereits 
im ersten Teil fiir immer ausgeschlossen haben. 

1%) Vgl. St. § 12, 8. 225, Satz 2. 

%) Vgl. St. § 15, S. 248, Satz 7. 
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ausschlieBliche Adjunktion von Nullteilern erzeugt werden. Ehe wir naher 
darauf eingehen, wollen wir uns noch eingehender mit dem Grundring 
beschaftigen. Wir definieren zunichst allgemein: 


Ein endlicher Grundring ist ein spezieller endlicher Ring, der aus 
seinem Primring durch regular algebraische Erweiterung hervorgeht. 

Aus dieser Definition ergeben sich sofort einige wesentliche Eigen- 
schaften des Grundringes. Zunachst ist 1 =<r,—p eine Basis des aus 
allen Nullteilern des Grundringes R“ bestehenden Primideals p*", und 
0, ist der charakteristische Exponent von p*"’, wenn der zugehdrige 
Primring 2“* Elemente enthalt. Ferner gilt 


Satz 8. Zwei endliche Grundringe sind isomorph, wenn sie in dem 
charakteristischen Exponenten und in der Elementezahl ibereinstimmen. 

Zunachst sind namlich zwei endliche Grundringe R“’ und R”” iso- 
morph, wenn sie denselben charakteristischen Exponenten besitzen, und 
wenn auBerdem ihre zugeordneten Kérper isomorph sind. Denn dann 
sind jedenfalls die zugehérigen Primringe R® und R isomorph. Aus der 
Isomorphie von R® und R® sowie der von K und K’ folgt aber weiter 
die Isomorphie von R™ und Rr", weil nach dem ,, Fundamentaltheorem 
iiber die Erweiterung vollkommener Ringe“ (Teil I, § 10) zwei regular 
algebraische Erweiterungen desselben vollkommenen Ringes _hinsichtlich 
des Ausgangsbereichs aquivalent sind, wenn das gleiche von den zugeord- 
neten Kérpern gilt. 

Es bleibt also zum Beweise von Satz 8 nur noch zu zeigen, daB K 
und A’ notwendig isomorph sein miissen, wenn R™ und R® denselben 
charakteristischen Exponenten und dieselbe Elementezahl besitzen. Das 
ergibt sich folgendermaBen: Besitzt R" den charakteristischen Expo- 
nenten g, und enthalt K im ganzen 2‘ Elemente, so enthalt R“ genau 
2®s** Elemente**). Man kann daher aus dem charakteristischen Exponenten 
und der Elementezahl von R’ eindeutig die Elementezahl des zugeordneten 
Kérpers K berechnen. In unserem Falle miissen also die Kérper K und 
K’ gleich viel Elemente besitzen, sind also nach einem bekannten Satze 
isomorph **), 

Satz 8 zeigt deutlich den engen Zusammenhang zwischen endlichem 
Kérper und Grundring. Wahrend der endliche Kérper nur eine einzige 
Invariante, namlich die Elementezahl besitzt, besitzt der endliche Grund- 
ring deren zwei, namlich den charakteristischen Exponenten und die Ele- 


8) Das ergibt sich daraus, daB R hinsichtlich seines Primringes eine regulire 
Modulbasis von genau 7 Elementen besitzt.. (Vgl. zum Begritf der reguliren Modul- 
basis Teil I, § 10.) 


1) Vgl. St. § 15, S. 246, Satz 1. 


Algebraische Theorie der Ringe. II. 23 


“ot 


mentezahl, und diese Invarianten werden ebenfalls durch natiirliche Zahlen 
dargestellt. 


Der endliche Kérper kann aus einem passend gewahlten algebraischen 
Zahlkérper dadurch erzeugt werden, daB man die Restklassen nach einer 
natiirlichen Primzahl, die in jenem Kérper Primideal bleibt, betrachtet. 
Auf entsprechende Weise entsteht der endliche Grundring durch Nullsetzen 
einer Primzahlpotenz. 


Satz 9. Zu jedem speziellen endlichen Ringe R mit zugeordnetem 
Kérper K gehort ein eindeutig bestimmter Grundring R, dem ebenfalls 
der Koérper K zugeordnet ist. 

Die Existenz eines Grundringes von der in Satz 9 gekennzeichneten 
Art wurde bereits oben nachgewiesen. Es handelt sich nur noch um den 
Eindeutigkeitsbeweis. Bezeichnet wie oben @ ein Element, durch dessen 
Adjunktion K aus K ” entsteht, und bedeutet g(a) eine irreduzible Funktion 
aus K;’, deren Nullstelle @ ist, g(x) irgendeine Primfunktion aus dem 
Funktionenring R/” und aus der Klasse g(x), so muS R” eine Null- 
stelle « von g(x) aus der Klasse @ enthalten. Diese Nullstelle ist ein- 
deutig bestimmt, da ja g(x) in R, ein Produkt von lauter teilerfremden 
Primfunktionen darstellt. Da ferner dem Ringe R°(a) der Koérper K 
zugeordnet ist, so ist R®(«)— R eindeutig als zu R gehdriger Grund- 
ring bestimmt °°). 

Wir wollen jetzt den Ring R aus seinem Grundring R“ erzeugen. 
Wie oben bemerkt, kann das durch ausschlieBliche Adjunktion von Null- 
teilern geschehen. Es sei also 2z,,x,,..., 2, ein System von Nullteilern 
derart, daB R = R" (2,, %,,...,%,) wird. Dann besteht R aus der Ge- 


samtheit aller Polynome in z,,2,,..., 2, mit Koeffizienten aus R. Die 
Nullteiler aus R sind diejenigen Polynome, die durch das Ideal 
p* = (2,, 24, -- +s! in, 2 ><, =p) teilbar sind, ein Polynom ist Einheit, 


wenn sein von den Variablen freies Glied eine Einheit aus R" ist. Die 
Gesamtheit aller Polynome, die infolge der zwischen den x, und p be- 
stehenden Relationen verschwinden, bildet ersichtlich ein Ideal, und dieses 
Ideal muB wegen p**°=(0) jedenfalls alle Potenzprodukte der z; von 
einer gewissen Dimension an enthalten. Ist umgekehrt a ein vom Ideal (r,) 
verschiedenes Polynomideal in z,, z,,..., 2,, das simtliche Potenzprodukte 
dieser Variablen von einer gewissen Dimension an enthilt, so enthalt a 
wegen p**=( auch alle Potenzprodukte in 2,,2z,,...,2%,,p Von einer 
gewissen Dimension an. Es gibt daher einen endlichen Exponenten 0, so 


%°) DaB R keinen Grundring enthalten kann, der eine echte Erweiterung von 
R® (a) darstellt, ist trivial und folgt z. B. sofort aus dem, was wir oben iiber die 
Elementezah! eines Grundringes bemerkten. 
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daB die o-te Potenz jedes Polynoms in z,,2,,...,2%,, dessen von den 
Variablen freies Glied durch p teilbar ist, verschwindet. Daraus folgt, 
daB das Restklassensystem nach a einen endlichen speziellen Ring dar- 
stellt, in dem p*=(z2,,2,,..-,2%,, p) ist, wahrend alle Polynome mit 
regulirem, von den Variablen freiem Glied Einheiten sind. 


Satz 10. Man erhdlt den aligemeinsten endlichen Ring vom speziellen 
Typ, dessen Grundring R" ist, indem man alle Polynome in endlich viel 
Variablen x,, x,,..., x, mit Koeffizienten aus R" bildet und ein Polynom- 
ideal a gleich Null setzt, das vom Einheitsideal verschieden ist und sdmt- 
liche Potenzprodukte der Variablen von einer gewissen Dimension an 
enthalt. 


Fiir die Isomorphie zweier spezieller endlicher Ringe ist offenbar die 
Isomorphie der Grundringe eine notwendige, aber im allgemeinen nicht 
hinreichende Bedingung. Wir gelangen zu weiteren derartigen Bedingungen, 
wenn wir den Begriff der Hilbertschen Zahlen fiir unsere Ringe einfiihren. 
Wir hatten oben den Ring R aus seinem Grundring R“’ durch Adjunktion 
einer Anzahl von Variablen erzeugt. Es soll jetzt die Minimalzahl der 
Variablen bestimmt werden, die zu diesem Prozesse nétig ist. Dazu ver- 
fahren wir folgendermaBen. 


Es seien xj, 23, ..-., Xn trgendwelche Nullteiler derart, daf 
R (xi, aj,...,2%-) ist. Es soll nun ein Teil der Variablen x; nach 
folgendem Gesichtspunkt ausgewdhlt werden. Es wird xj weggelassen, falls 
es durch p** teilbar ist oder modulo »** linear durch x{, xi, ..., 2-1, 
a >X<1T,= p ausgedriickt werden kann, im anderen Fall wird es beibehalten. 
Sind xj,=2,, Xj,=2,, ..., t{,=2, die Variablen, die bei dieser Aus- 
siebung iibrig bleiben, so ist R= R(zx,,2,,...,2,) und es bildet 
Ty, %q,--+,%,,p bew., wenn p=O0(p*"*) ist, z,,2,,...,2, eine Basis 
von p*. 


Da R“ aus jeder Klasse modulo p* kongruenter Elemente mindestens 
eines enthalt, so wird der erste Teil der Behauptung bewiesen sein, wenn 
wir zeigen kénnen, daB R"(zx,,z,,...,2,) alle Nullteiler enthalten muB. 
Nun 148t sich jeder Nullteiler aus R als Summe von Potenzprodukten 
mindestens erster Dimension in 2{, xj, ..., 2’, p mit reguliren Elementen 
aus R" als Koeffizienten darstellen. Daraus folgt allgemein, daB jeder 
durch p*” teilbare Nullteiler sich als Summe von Potenzprodukten min- 
destens o-ter Dimension in zj,2;,...,2,’, p mit regularen Elementen 
aus R™ als Koeffizienten darstellen la8t. Ferner hat man infolge der 
speziellen Auswahl von z,, 2, ..., 2, 


(1) wf =e f,(x,, Sey 20s Say PD) + fyg( Bir San ---> Zan PD) (€=1,2,...,8'), 
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wobei f,; nur Glieder mindestens zweiter Ordnung in 2j, vs. .... 2m’, p 
enthalt. 

Es sei nun g = /f(2j, %j,.--, 2%’, p) ein beliebiger Nullteiler, und 
zwar moge f(x) nur Glieder mindestens o-ter Dimension in zj, rj, ..., Za’, P 


enthalten (o>1). Fiihrt man dann in f(z’) fiir jede Variable 2j die 
Substitution (1) aus, so kommt man zu einer Gleichung 


, \ , , , 
=f (2,5 Les -+ +s Lqs DP) H+ Ay (Zi, Za, -- 0) Za's P); 


wobei h, nur Glieder mindestens o +-1-ter Ordnung in zj, 2%, ..., ty, p 
enthalt und f’ in R" (#,,2,,..., x,) vorkommt. Der Ring R" (a,, ee 
besitzt also ein Element, das zu g modulo p*°** kongruent ist. Ebenso 
ergibt sich, da8 in R"(x,,2,,...,2,) ein Element hy (2, Za, --+5 Zq» P) 
auftreten muBb, das den Kongruenzen hy (x) h,(x’)(p*°**) und dem- 
gemaB f’(x) +h, (x) = f(x’) + h,(x’) (p*°**) geniigt. Durch Fortsetzen 
des Verfahrens erkennt man, daB in R ein zu g modulo p**=(0) kon- 
gruentes, d.h. das Element g selbst vorkommen mu8. Hiermit ist der 
erste Teil der Behauptung erwiesen. 

Da evidenterweise z,,2,,...,2,,p eine Basis von p* darstellt, so 
hat man zum Beweis des zweiten Teiles nur noch zu zeigen, daB auch 
p*=(z,, %,,...,%,) ist, falls p der Kongruenz p = O(p**) geniigt. Das 
ergibt sich ganz nach dem vorhin benutzten Schema. Ist p durch p** 
teilbar, so hat man 


(2) Pp =f(%,,2%q,---, 2.» P)s 


wobei f nur Glieder mindestens zweiter Dimension in 2,, 2,,..., %,, p ent- 
halt. Fiihrt man die Substitution (2) in f selbst aus, so kommt man zu 
einer Gleichung p= f' (2,, 2, .--, 2) +f, (2,5 %q,+-+> Z_» Pp), Wobei f” 
durch (z,, 2,,..-, #,,) teilbar ist und f, nur Glieder mindestens dritter Dimen- 
sion in 2,,%,.--,2%,, p enthalt, also dem Ideal p** angehért. Es gibt 
also in (2,,%,-...,2%,) ein zu p modulo p** kongruentes Element, und 
durch Fortsetzung des Verfahrens folgt, daB p selbst in (z,, 2, ..-, %,) 
enthalten sein muB. 


Es sei jetzt y,, y,,-.-, y,, eine beliebige Basis von p*, dann gelten 
Transformationsformeln : 


n n 
" y’ i" ae 7 = ’ = ) 
Y= L4,%, +4;o°p baw. y;= La; 2, i@=1.2 »m); 
‘ k=1 k=1 
(3) m ™m m 
oe SP = ¥ 7 7 uJ 4 , = 2 
a= 2 bY x> p= 2 by. ¥, baw. x; 2 by, (f=1,2....,%). 
=] = =1 


Dabei mu8 mindestens eine Determinante n-+-1-ten bzw. n-ten Grades 
der Matrix |!a,,|| (¢=1,2,...,m, k=0,1,...,m baw. 1, 2,....m) eine 
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Einheit sein. Ist nimlich eine Determinante n, -ten Grades der Matrix ||a,, 

eine Einheit, wahrend alle Determinanten n, + 1-ten Grades Nullteiler sind, 
so kénnen wir die Bezeichnung so wihlen, daS diese Determinante aus 
Elementen der n, ersten Zeilen von ||a,,\| besteht. Dann aber lassen sich 
Ya,+15 Yates +-+> Ym modulo p*” linear durch ¥,, Ye, ---, Yn, ausdriicken, 
man kann daher auch 2,,2,,...,2,, p bzw. 2,,2%,,..., 2, linear durch 


Yi, Y2,--+» Ya, modulo p*” darstellen. Ware nun n, kleiner als n+1 
baw. n, so wire infolge der zuletzt gemachten Bemerkung eines der 
Elemente p, z,,2%,,.--,2, bzw. 2,,2,,...,2%, linear durch die voran- 


gehenden modulo p** ausdriickbar, was infolge der Auswahl von z,, 2,,..-, 2, 
unmdglich ist. Daraus ergibt sich die Richtigkeit unserer Behauptung. 
Aus ihr folgt unmittelbar, daB keine Basis von p* weniger als n+-1 
bzw. n Elemente umfassen kann, und daB man zu R™ auf jeden Fall 
mindestens n Variable adjungieren muB, um zu R zu gelangen. 

Ist ferner m > n-+-1 bzw. m n, so muB mindestens ein y,, etwa 
y,,> linear durch die iibrigen modulo y*” ausdriickbar sein, weil alsdann 
jede Determinante n-+2-ten bzw. n-+1-ten Grades der Matrix ||q,, || 
gleich Null ist. Dann aber muB, wie nach dem oben benutzten Schema 
leicht zu zeigen ist, y, auch absolut linear durch y,, y,,.-., ¥,,—, @US- 
driickbar sein. Man hat also: 


Ist Y,,Yos---> Yq, etne beliebige Basis von p*, so ist entweder m= n--1 
bzw. m=n und dann sind alle y; modulo p*” linear unabhdngig, oder es 
ist m>n-+-1 bzw. m>n, und dann ist ein y, linear durch die tibrigen 
ausdriickbar, kann mithin in der Basis weggelassen werden. 

Die Zahl n-+-1 bzw. n stellt die erste Hilbertsche Invariante von p* 
dar. Um jedem Nullteilerideal a insgesamt 9 —1 Invarianten zuordnen 
zu kénnen, stiitzen wir uns auf folgenden allgemeinen, in Spezialfallen hier 
und in Teil I haufig benutzten Satz. 


Satz 11. Ist a ein beliebiges Ideal aus einem beliebigen speziellen 
Ringe R und bilden die durch a teilbaren Elemente a,,a,,..., a, eine Basis 
von a modulo a-p*, so ist a=(a,,a,,...,4,). 


Ist namlich a ein beliebiges Element aus a, so folgert man aus der 
Tatsache, daB modulo a-p* die Kongruenz a = 0 ((a,, a,, ..., @,,)) besteht, 
in iiblicher Weise, daS a auch modulo a-p**, modulo a-p*’, schlieBlich 
modulo a-p** =(0) durch (a,,a,,.-,,a@,) teilbar sein muB. Mit Hilfe 
von Satz 11 lassen sich die Resultate, die wir iiber die Minimalbasis von 
p* gewonnen haben, unmittelbar auf ein beliebiges Ideal iibertragen. 


Satz 12. Ist a ein beliebiges Nullteilerideal™), so kann man a eine 
Zahl n, mit folgenden Higenschaften zuordnen: Ist a,,a@,,...,a@,, eine be- 


m 


*!) Fiir das Einheitsideal lassen sich diese Saitze ebenfalls leicht formulieren. 
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~ 


liebige Basis von a, 8o ist entweder m=n,, und in diesem Falle sind 
@,,@,,..-,@, moduloa-p* linear wnabhdngig, oder es ist m>n, und 
ein a, laBt sich linear durch die iibrigen ausdriicken. Die zwischen zwei 
Minimalbasen bestehenden Transformationsformeln besitzen eine reguldre 
Determinante. 


Es ist héchstens nétig, darauf hinzuweisen, wie man eine Minimalbasis 
von a gewinnt. Man gehe von einer beliebigen Basis von a aus, nehme 
deren Elemente in einer beliebigen Reihenfolge, und lasse alle die weg, 
die sich modulo a-p* linear durch die vorangehenden ausdriicken lassen. 
Die iibrigbleibenden Elemente bilden eine Minimalbasis. 

Besitzt allgemein das Ideal a-p** (i = 0,1, ..., @ — 2) eine Minimal- 
basis von n,; Elementen, so wollen wir n,., ,,..., 1%; als die Hilbertschen 
Zahlen des Ideals a beteichnen. Die Hilbertschen Zahlen von p* sollen 
auch ,,Hilbertsche Zahlen des Ringes R“ genannt werden. Bilden 
Qyi, Bi, +--+, Qn¢ eine Minimalbasis von a-p*’ (i =0,1,...,@—2), 80 
bilden a,, (k=1,2,...,n,; #=0,1,...,@—2) ersichtlich eine Basis 
von a, die die Higenschajft besitzt, daB sich jedes Element von a linear 
durch die a,, mit reguldren Koeffizienten darstellen laBt. Wir wollen 
eine solche Basis als ,,Modulbasis von a‘**) bezeichnen. Dann gilt folgender, 
mit unseren Mitteln leicht beweisbarer Satz: 


Satz 13. Ist b,, (k=1,2,...,m,; #=0,1,...,0—2) eine Modul- 
baste von a, wobet sdmtliche Elemente b,;, (k =1,2,...,m,;) durch das 
Ideal a-p**, aber nicht durch das Ideal a-p**** teilbar sind, so ist die 
erste nicht verschwindende der Differenzen m; — n,; positiv. 


Die Ubereinstimmung der Hilbertschen Zahlen ist fiir zwei Ringe eine 
notwendige, aber, wie leicht zu sehen, keine hinreichende Isomorphie- 
bedingung. Vielleicht kénnte man hier durch eine allgemeinere Fassung 
des Isomorphiebegriffes weiter kommen. 


> 


§ o. 
Drei Hilfssitze aus der Kérpertheorie. 


Wir befassen uns im folgenden nur mit solchen Kérpern und Ringen, 
deren Elemente eine wohlordenbare Menge bilden. Nimmt man das Auswahl- 


2) Ist nimlich R™ ein Korper, so stellt ay, (k=1,2,...,m; t=0,1,...,0—2) 

eine regulire Modulbasis von a dar, d. h. jedes Element aus a laBt sich eindeutig in 
e-2 ™% 

der Form 5) > a; a,,; darstellen, wobei die a,,; Elemente aus R™ sind, und es ist 
4=0k=1 


. ’ , . . 7 ’ . 
> us ns + D Bes One =D (ces + Bus) Ges und y- DS) Ons Ons =D) (7-ces)-Qxs, Wenn y ein 
ek ik i,k tk ik 


beliebiges Element aus R") bedeutet. 
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axiom als giiltig an, so ist diese Voraussetzung fiir beliebige Kérper und 
Ringe erfiillt. Um die Existenz des Grundringes fiir einen beliebigen 
vollkommenen Ring nachzuweisen, brauchen wir einige Hilfssitze iiber die 
Art, wie man einen Kérper aufbauen kann. 


Hilfssatz 1. Ist K ein beliebiger Korper, so lat sich K stets als 
Vereinigungskérper einer wohlgeordneten unendlichen Menge von Korpern 
K® K™,..., K... auffassen, wobei folgende Voraussetzungen erfiillt 
sind: K” ist der aus den Vielfachen des Einheitselementes von K be- 
stehende ,,Primkérper“ oder irgendein anderer Teilkérper von K. Gibt 
es zu der transfiniten Ordnungszahl « kein unmittelbar vorangehendes 
r—1, so ist K™ der Vereinigungskérper aller vorangehenden Korper. 
Existiert t—1, so ist K“ eine einfache algebraische oder transzendente 
Erweiterung von K“~". K"° ist jedenfalls dann algebraische Erweiterung 
von K"~", wenn es in K Elemente gibt, die hinsichtlich K“~” alge- 
braisch sind. 

Zum Beweis denken wir uns die Elemente von X in einer beliebigen 
Wohlordnung gegeben: a,, a ;,...,@,....™) Doch soll a,=0, a,=—,, 
sein. Wir beweisen dann den Hilfssatz in folgender Form: Ist r eine be- 
liebige transfinite Ordnungszahl, so existiert ein Teilkérper K“ von K, 
der sich in der vom Hilfssatz geforderten Weise aufbaut, und alle Elemente 
a, (t<t baw. 4 <t, falls r — 1 nicht existiert) enthalt. Diese Behauptung 
ist sicher fiir r= 1 und t= 2 richtig. Denn in diesem Fall ist der Kérper 
K ein Kérper der verlangten Art. Gibt es ferner zu t kein t—1, und 
stimmt die Behauptung fiir alle ¢< 1, so stimmt sie offenbar auch fiir 
i=t. Wir haben also zur Vollendung des Beweises nur noch zu zeigen, 
daB man stets einen Kérper K“ konstruieren kann, falls ein Kérper K"~” 
existiert. Ist a, in K“~” enthalten, oder hinsichtlich K°~” algebraisch, 
oder ist a, hinsichtlich K“~” transzendent, und gibt es in K iiberhaupt 
kein hinsichtlich K“~” algebraisches Element, so ist K*~" («,) der gewiinschte 
Kérper K“’. Andernfalls mu8 es in K ein Element a;, mit niederstem 
Index geben, das hinsichlich K“~” algebraisch ist, und es mu8 dabei 
i, >t sein. Dann bilde man K"~” (a;,); gibt es in K ein Element a;,, 
das hinsichtlich K“~” (a;,) algebraisch ist, so mu8 jedenfalls i, > 7, sein. 
Ist a;, das Element mit niederstem Index von der gewiinschten Art, so 
bilde man K“~”(a;,, a;,). Durch Fortsetzen des Verfahrens kommt man. 
wie die transfinite Induktion erkennen la8t, zu einem K6rper K°-”, der 
eine algebraische Erweiterung von K“~” darstellt, sich in der im Hilfssatz 
geforderten Weise aufbaut, und auBerdem die Eigenschaft besitzt, da8 in 
K kein hinsichtlich K“~”, also auch kein hinsichtlich K“~” algebraisches 


*%) Existiert r—1 nicht, so entspricht der Ordnungszahl + kein Element a_. 


Algebraische Theorie der Ringe. II. 29 


Element™*) mehr existiert. Der gesuchte Kérper K“’ kann dann durch 
den Kérper K“~” (a,) reprisentiert werden, unser Hilfssatz ist also richtig. 

Wir betrachten nun den Fall naher, daB K ein vollkommener Kérper 
der Charakteristik 2 ist (d. h. ein vollkommener Kérper, dessen Primkérper 
dem Restklassensystem nach der natiirlichen Primzahl 2 isomorph ist), 
und daB bei dem Aufbau von K nach dem Schema von Hilfssatz 1 unter 
den Kérpern K“ auch unvollkommene Kérper vorkommen”). Um in 
diesem Falle den Kérper in noch etwas speziellerer Weise als in Hilfssatz 1 
aufzubauen, brauchen wir den Begriff des zu einem unvollkommenen Kérper 
gehérigen Wurzelkérpers**). 

Wie leicht zu beweisen, ist ein Kérper der Charakteristik 2 dann 
und nur dann vollkommen, wenn er gleichzeitig mit dem Element a stets 
eine a-te Wurzel von a, d.h. eine Nullstelle der Gleichung x* — a= 0 
enthalt. 

Aus dieser Tatsache ergibt sich, daB zu einem unvollkommenen Kérper 
K stets ein kleinster vollkommener Erweiterungskérper K existiert, der aus 
K durch sukzessive Adjunktion von a-ten Wurzeln erzeugt werden kann, 
und daher ,,der zu K gehérige Wurzelkérper“ heiBt. 

Wir untersuchen jetzt den Aufbau des Wurzelkérpers in dem Spezial- 
fall, daB K aus einem vollkommenen Kérper K* durch Adjunktion eines 
transzendenten Elementes ¢ hervorgeht (durch Adjunktion eines alge- 
braischen Elementes entsteht aus K* stets wieder ein vollkommener 
Kérper, wie aus der oben formulierten Grundeigenschaft des vollkommenen 
Koérpers folgt). Es gilt: 

Hilfssatz 2. Geht K aus dem vollkommenen Korper K* durch Ad- 
junktion des transzendenten Elementes t hervor, so ist K unvollkommen. 
Bezeichnen wir mit K“ denjenigen Korper, der aus K durch Adjunktion 

é *[5i-1_ 
von V t, also aus K“~” durch Adjunktion von Vv Vt hervorgeht (i =1,2,...) 
und mit K“ den Vereinigungskérper aller K", so ist K“ der zu K ge- 
hérige Wurzelkorper. 

Zunichst ist klar, da8 K“ ein Teilkérper des zu K gehérigen Wurzel- 
kérpers sein muB, daB also insbesondere K selbst unvollkommen ist. Es 
mu8 nur noch gezeigt werden, daB K™ mit jedem Element gleichzeitig 
seine 2-te Wurzel enthilt, also vollkommen ist. Bedeutet a ein beliebiges 
Element aus K“’, so gibt es eine natiirliche Zahl 7, so da® a in K ent- 


%4) Vgl. St. § 7, S. 203, Satz 9. 

*) Kérper von der Charakteristik 0, das hei®Bt Kérper, deren Primkérper dem 
Kérper der rationalen Zahlen isomorph ist, bediirfen keines besonderen Studiums, da 
sie keine unvollkommenen Teilkérper enthalten. 

*) Vgl. fiir das Folgende St. § 12; insbesondere Satz 3, S. 225. 
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halten ist. Bezeichnet «' die 2‘-te Wurzel aus ¢, so muB daher a die 


mn 

A 

Sa, t™ 
k=0 


> b,t'* 
k-0 


Gestalt a besitzen, wobei die Elemente «, und #, und mithin 


my Sm . * ° oie ‘ ; 
auch Ve, und Yf, in K* enthalten sind. Es existiert daher in K“*” das 
% a 4 ; 
> Va,-Vt* 


Element =a’, und wie die Ausrechnung zeigt, ist a’ =a. 


Entwickelt man namlich Zahler und Nenner von a’ nach dem polynomischen 
FE ee 
Lehrsatz, so treten bei allen Termen auBer den x-ten Potenzen von Ve, -t'* 


bzw. Vp,-¢"* durch a teilbare Binominalkoeffizienten auf, und diese Terme 
fallen daher weg. K enthilt also gleichzeitig mit jedem Element a seine 
a-te Wurzel und ist daher vollkommen. 

Ist nun K ein vollkommener Kérper der Charakteristik x, so wollen 
wir ihn nach dem Schema von Hilfssatz 1 aufbauen, aber so, da wir, 
gestiitzt auf Hilfssatz 2, jeden auftretenden unvollkommenen Kérper sofort 
zum zugehérigen Wurzelkérper erweitern. Wie sich dann der Aufbau von 
K gestaltet, zeigt folgender Satz: 

Hilfssatz 3. Bedeutet K einen Korper der Charakteristik 2, K® 
den zu K gehérigen Primkorper, oder irgendeinen andern vollkommenen 
Teilkérper von K, so laBt sich K stets als Vereinigungskorper einer 
wohlgeordneten Menge von Kérpern K”, K',...,K°,... auffassen, 
wobei K“”’ nur dann hinsichtlich K"~" transzendent ist, wenn in K kein 
hinsichtlich K“~” algebraisches Element existiert, und wobei augerdem 
folgende Bedingung erfillt ist: K“ ist dann und nur dann ein unvollkom- 
mener Korper, wenn es eine natirliche Zahl i gibt, so dag t—it—1 
existiert und K"~* aus dem vollkommenen Kérper K“ ~*~" durch Ad- 
junktion eines transzendenten Elementes t, K°-**® (2 = 1, a  e 


. ak _ 
K"~***- durch Adjunktion von Vt entsteht. 


Der Beweis ergibt sich durch transfinite Induktion nach dem beim 
Beweise von Hilfssatz 1 benutzten Schema. Man braucht nur folgende 
Punkte zu beachten: 


1. Entsteht K” aus K°~” durch Adjunktion eines transzendenten 
Elementes t, so ist K“~™” sicher vollkommen, weil es sonst im vollkom- 
menen Kérper K ein Element gabe, das, ohne in K“~” enthalten zu sein, 
eine 2-te Wurzel eines Elementes aus K”~." darstellte, mithin hinsichtlich 
K"~” algebraisch wire. 
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2. Ist K” ein durch Adjunktion eines transzendenten Elementes ¢ 
entstehender unvollkommener Kérper, so ist auch der zu K“’ gehérige 
Wurzelkérper in K enthalten, man kann also K sofort nach dem Schema 
vom Hilfssatz 2 zu seinem Wurzelkérper erweitern. 


3. Ist K’” als Vereinigungskérper aller Kérper K“ (i <r) definiert, 
und sind alle K“(i¢ <1) nach dem Schema von Hilfssatz 3 aufgebaut, so 
gilt das gleiche von K". Ist namlich K‘” (o <r) irgendein unvollkom- 
mener Kérper, so enthalt K‘’ den Vereinigungskérper aller Kérper 
K'°*® (¢ =1,2,...) und dieser Kérper mu8 nach Hilfssatz 2 den zu K‘”’ 
gehérigen Wurzelkérper darstellen. K“’ enthalt also jedenfalls mit einem 
beliebigen unvollkommenen Kérper zugleich dessen Wurzelkérper, ist also 
vollkommen. Da nun jeder der Kérper K‘” nach dem Schema von Hilfs- 
satz 3 aufgebaut ist, so gilt das gleiche von K“? selbst. 


§ 6. 
Der Grundring bei beliebigen vollkommenen Ringen des speziellen Typs. 


Die Hilfssitze des vorangehenden Paragraphen gestatten uns, zu einem 
beliebigen vollkommenen Ring des speziellen Typs einen ,,Grundring“ zu 
konstruieren. Es sei R der gegebene Ring; dann betrachten wir die Viel- 
fachen des Einheitselements. Es bestehen zwei Méglichkeiten: 

Entweder: unter den Vielfachen des Hinheitselements kommt die Null 
vor, oder sie kommt nicht vor. 

Im ersten Fall stellt die Gesamtheit der Vielfachen des Hinheitsele- 
ments ersichtlich wie bei den endlichen Ringen einen Bereich dar, der 
dem Restklassensystem nach x“° isomorph ist, wobei a eine Primzahl, 
0, eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet. Wir wollen wie oben diesen 
Ring R® als den zu R gehérigen Primring und das Element 2 <r, mit 
p bezeichnen. Ferner wollen wir in diesem Falle entsprechend der Aus- 
drucksweise der Kérpertheorie R einen ,,Ring mit der Charakteristik 
ae nennen, 

Ist unter den Vielfachen von r, die Null nicht vorhanden, so miissen 
alle diese Vielfachen Einheiten sein. Ware namlich o =r, ein Nullteiler. 
so ware entgegen unserer Annahme (o><r,)° = o°<r,=0. Wir erhalten 
diesmal den Primring R®, indem wir zu den Vielfachen des Kinheits- 
elements noch simtliche resiproken Elemente adjungieren. R stellt dann 
einen dem Koérper der rationalen Zahlen isomorphen Korper dar. Wir 
nennen in diesem Fall R einen ,,Ring von der Charakteristik 0“. 

Ferner soll folgender, in Zukunft wichtiger Begriff eingefiihrt werden: 

Ein Ring R hei ft ,,reguldre Erweiterung besonderer Art‘: des speziellen 
Ringes R, wenn ein wohlgeordnetes unendliches System von Ringen 
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R, RR’, R”,..., BR” ,..., R existiert, deren erster R und deren letzter R 
ist, und wenn dabei R“’, falls « — 1 existiert, eine reguldr algebraische 
oder transzendente Erweiterung von R~* darstellt, andernjalls aber als 
Vereinigungsring aller vorangehenden Ringe definiert ist. 


Da eine einfache regular algebraische oder transzendente Erweiterung 
von R stets denselben charakteristischen Exponenten besitzt wie der Aus- 
gangsring, so ergibt sich durch transfinite Induktion, da8 eine regulare 
Erweiterung stets denselben charakteristischen Exponenten wie der Ausgangs- 
ring besitzt. Auf demselben Wege erkennt man, daf sich jeder Nullteiler 
von FR als Summe einer endlichen Anzahl regularer Elemente aus R mit 
Nullte:lern aus R als Koeffizienten darstellen la8t, weil diese Tatsache 
richtig ist, sobald R eine einfache Erweiterung von R darstellt. Mit Hilfe 
des zu'etzt gewonnenen Resultats beweist man durch die schon oft an- 
gewandte ,,Korrektionsgliedermethode“*’): 


Satz 14°). Ist KR eine reguldre Erweiterung von R, R ein Erweite- 
rungsbereich von R und Teilbereich von R, dem derselbe Kérper zugeordnet 
ist wie dem Ringe Rh, so sind R und R identisch. 


Nachdem wir die wesentlichen Eigenschaften der reguliren Erweite- 
rungen abgeleitet haben, definieren wir noch: 

Ein Grundring ist ein Ring, der aus einem Primring durch reguldre 
Erweiterung besonderer Art hervorgeht. 


Ein Grundring ist offenbar dann und nur dann ein Kérper, wenn er 
die Charakteristik oder die Charakteristik 2 besitzt. Es gilt ferner 
analog zu Satz 9: 


Hauptsatz 1. Zu jedem vollkommenen Ringe R existiert ein Grund- 
ring R*. derart, dap den Ringen R und R* derselbe Korper K zugeordnet 
ist. R™ soll ein zu R gehdriger Grundring“ heiBen. Zwei verschiedene 
zu R gehdrige Grundringe sind stets isomorph. 

Um zunichst den ersten Teil unseres Satzes, die Existenz eines R*, zu 
beweisen, bauen wir den Kérper K nach dem in Hilfssatz 3 von § 5 dar- 
gelegten Schema auf. K*”, K”...., K"’,..., K seien die bei diesem Aufbau 
auftretenden Kérper, K™ sei im besonderen der Primkérper, und es mége, 
falls t— 1 existiert, K“’ aus K“~” durch Adjunktion von @, hervorgehen. 
Dann wird die Existenz von R* hewiesen sein, wenn wir zeigen kénnen: 


Man kann allgemein das Element «, aus der durch &, bestimmten 
Klasse so auswahlen. dafi a, reguldr algebraisch oder transzendent wird 


*”) Vgl. § 4, sowie insbesondere den ganz entsprechenden Beweis von Teil 1, 8. 120. 
™) Satz 14 gilt fiir regulire Erweiterungen allgemeiner Art. vgl. § 6. 
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hinsichtlich des Ringes R“~”, der aus R® durch sukzessive Adjunktion 
der Elemente a; (¢ [t—1 bew. i <1t —1)*) hervorgeht. 


Zum Nachweis der eben formulierten Tatsache haben wir zu zeigen, 
da8 man R“ in der angegebenen Weise konstruieren kann, wenn die Kon- 
struktion von R"~” méglich ist. Besitzt R® die Charakteristik 0, ist also 
R“~” unter allen Umstinden ein vollkommener Kérper,,so ergibt sich 
der geforderte Beweis miihelos. Ist @, hinsichtlich K “-» transzendent, so 
ist jedes Element «a, aus der Klasse @, hinsichtlich R“~” transzendent, 
und man hat R” = R“~”(«,). Ist @, hinsichtlich R“~” regular algebraisch, 
so zeigt man nach derjenigen Methode, die auch beim Beweise fiir die 
Existenz des Grundrings bei endlichen Ringen in § 4 verwandt wurde, daB 
ein «, aus der Klasse @, existiert, das Nullstelle einer Primfunktion aus 
R}~” ist, und fiir das dann R“’ = R“~”(a@,) wird. 

Ebenso kommt man zum Ziel, wenn R die Charakteristik 2% besitzt, 
R“~» vollkommen, und @, hinsichtlich K“~” algebraisch ist. Ganz be- 


sonders mége dabei folgender, in Zukunft wichtiger Punkt hervorgehoben 
werden. 


Ist &, Nullstelle der Primfunktion 9,(x) aus K7~”,g.(x) eine be- 


liebige Primfunktion der Klasse 9,(x) aus R;~”, so kann man a, stets als 
Nulistelle von g,(x) wahlen. 


Es bleibt nun noch der Fall zu behandeln, daB R die Charakteristik 
x® besitzt, und daB «, hinsichtlich R“~* transzendent, oder R“~* unvoll- 
kommen ist. Angenommen zunichst, 2, ist hinsichtlich K“~*) transzendent, 
dann ist jedes Element aus der durch @, bestimmten Klasse hinsichtlich 
R"~” transzendent, es geniigt also insbesondere auch keiner Gleichung 
mit Nullteilerkoeffizienten aus R“~”. Diese Tatsache wird genau so be- 
wiesen, wie wir bei dem Aufbau des Grundrings der endlichen Ringe 
(vgl. § 4) zeigten, da8 «, hinsichtlich R“~” regular algebraisch sein 
mu8, falls es Nullstelle einer Primfunktion aus R;-” ist. Es sei nun 
R*“~” unvollkommen, «/ ein beliebiges Element der Klasse @,. Ist dann 
weiter a/,; ein Element der Klasse @,,;, so ist afau a: +q;, wobei g; 
einen Nullteiler bedeutet, a+ 9; also der Klasse @, angehért. Wir wollen 
insbesondere «/ + g.2-e! = a, setzen, und diirfen dann als R” den Ring 
R“~*(a,) wahlen. «, besitzt in R gemaB seiner Wahl fiir i < x*°e' stets 
eine «‘-te Wurzel, das gleiche gilt aber allgemein fiir beliebiges 1. Zunachst 
stellt naimlich jedes Element der Klasse a,,,2-e! eine 2*°¢'-te Wurzel von 


; -e! ie 
«, dar. Denn entwickelt man (@/,.2-¢! +¢)" *’ nach dem binomischen 
Lehrsatz, so sieht man, daB auBer der x**e'-ten Potenz von a/,.2-e! alle 





%) Der letztere Fall tritt ein, wenn t—1 nicht existiert. 
Mathematische Annailen. 91, 3 
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Glieder verschwinden miissen, und zwar deshalb, weil im zweiten bis 
o + 1-ten Glied die Binomialkoeffizienten simtlich durch 2% teilbar sind, 
wahrend die folgenden Glieder alle den Faktor g¢ = 0 enthalten. Da nun 
fiir jedes x > 0 eine Gleichung (@,,,4:?-e!)” =al,.2e! + gilt, so folgt 
nach dem eben Bewiesenen, da8 fiir i > 2**' jedes Element der Klasse 
2,44 eine a*-te Wurzel von «* darstellt. 


el 


Das Element PO ae = ,,, ist mithin stets eine 2-te Wurzel 
von «@,, es ist, wie in der iiblichen Weise gezcigt wird, hinsichtlich R“” 
regular algebraisch, es besitzt schlieBlich eine 2*-¢'-te Wurzel, und es mub 
daher, wie aus der oben angewandten SchluBweise folgt, fiir i >2*¢' 
jedes Element der Klasse @,,,;,, eine 2‘-te Wurzel von a,,, darstellen. 
Wir kénnen mithin R“*” — R™ (a,,,) setzen, und kénnen folgendermaBen 
weiterschlieBen. Es sei @,42%-¢!,, ein beliebiges Element der Klasse 


@,422°e!49, dann ist (a@,_.2-e! — " ==@,4. eine 2-te Wurzel von a,..,,«, 
ist hinsichtlich R“*” regular algebraisch und jedes Element der Klasse 
@esiaq (> 27¢') ist eine a*-te Wurzel von «,,,. Man kann daher 
R“** — R“*™ (@,,¢) setzen, und durch Fortsetzung des geschilderten Ver- 
fahrens die Ringe R“*”’ (x —=1,2,...) sukzessive konstruieren. Es ist 
daher bei geeigneter Wahl der «, (¢ < t bzw. ¢ <r) in jedem Falle még- 
lich aus R“~” den Ring R“’ in gewiinschter Weise abzuleiten, die Existenz 
des Grundrings ist mithin gesichert. 

Es handelt sich noch um den Beweis der oben behaupteten Isomorphie 
(auf Eindeutigkeit ist ja in unserem Falle nicht zu rechnen, weil bei der 
Bildung des Grundrings hinsichtlich der Adjunktion der transzendenten 
Elemente eine gewisse Willkiir herrscht). Wir leiten die Isomorphie aus 
folgendem allgemeinen Satze ab: 


Satz 15. Zwei vollkommene Grundringe R* und R’* sind isomorph, 
wenn ste denselben charakteristischen Exponenten 0, besitzen, und wenn 
auBerdem thre zugeordneten Koérper isomorph sind. 


Die Behauptung ist nur dann nicht trivial, wenn R* und R’ keine 
Kérper sind, also die Charakteristik 2* (9, > 1) besitzen. In diesem 
Falle sind jedenfalls die Primringe R® und R® beide dem Restklassen- 
system modulo 2%, und daher untereinander isomorph. Wir ordnen jetzt 
der einfachen Bezeichnungsweise halber den Ringen R* und R’* denselben 
Kérper K zu. Diesen Kérper bauen wir im Sinne von Hilfssatz 3, § 5, 
auf, und konstruieren dann, gestiitzt auf diesen Aufbau nach dem oben 
auseinandergesetzten Schema einen zu R* und ebenso einen zu R’* ge- 
hérigen Grundring. Diese Grundringe miissen nach Satz 14 mit R* bzw. 
R’* identisch sein. Es bezeichne nun a; bzw. a! das Element, durch das 
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bei dem betrachteten Aufbau R” bzw. R aus R“~” bew. R°~” her- 
vorgeht. Dann behaupten wir: 


Wir erhalten fiir jedes t eine isomorphe Zuordnung zwischen R“’ 
und R", wenn wir allgemein die passend gewdhlten Elemente «, und 
«; einander zuordnen. 

Zum Beweise haben wir nur zu zeigen, daB bei vorausgesetzter Iso- 
morphie von R“~" und R“-” durch die Zuordnung der geeignet be- 
stimmten Elemente «, und «; eine isomorphe Beziehung zwischen R” und 
R“” hergestellt wird®). Ist «, hinsichtlich R" transzendent, so ist diese 
Behauptung evidenterweise richtig, ganz gleichgiiltig, wie wir «, und a; 
modulo p* bzw. modulo p*’ wihlen. 

Ahnlich liegen die Verhiltnisse, wenn R“~* unvollkommen ist. Denn 
dann sind «, bzw. a! Nullstellen der Primfunktionen x* — a,_, bzw. x* —a@_, 
aus R/~" baw. R;'~”’, und diese beiden Primfunktionen sind durch den 
zwischen R~" und R“~”’ bestehenden Isomorphismus einander zugeordnet. 
Ist schlieBlich R“~” vollkommen, «, Nullstelle der Primfunktion g(z) 
aus R“~”, so wollen und kénnen wir nach einer oben gemachten Be- 
merkung « so wahlen, daB es Nullstelle der Primfunktion g’(z) wird, 
die durch den zwischen R“~" und R“~" bestehenden Isomorphismus 
der Primfunktion g(x) zugeordnet ist. R und R® werden dann stets 
isomorph, und daraus folgt unmittelbar die Richtigkeit von Satz 15. 

Das eben gewonnene Resultat kann uns dazu dienen, ein in Teil I 
abgeleitetes Theorem zu verschirfen. Wir hatten in Teil I § 9 folgenden 
Satz bewiesen: 

Sind R® und R™ zwei algebraisch abgeschlossene Ringe, die aus 
demselben Ringe R durch regular algebraische Erweiterungen hervorgehen, 
so sind die den Ringen R™ und R® zugeordneten Kérper K“’ und K“ 
isomorph. 

Jetzt kénnen wir sagen: 


Satz 16. Sind R™ und R® zwei algebraisch abgeschlossene Ringe, 
die aus dem beliebigen Ringe R durch algebraische Erweiterungen hervor- 
gehen, so sind die zu R™ und R® gehérigen Grundringe R” und R®&™ 
tsomorph. 

Denn R® und R®” besitzen jedenfalls denselben charakteristischen 
Exponenten, namlich denjenigen des zu R gehérigen Primrings. Ferner 
sind RK” und R® vollkommene Ringe, weil ihr zugehériger K6rper alge- 
braisch abgeschlossen und daher vollkommen ist. (Man vergleiche die 


%) Ist + eine transfinite Ordnungszahl, fiir die r—1 nicht existiert, so sind ja 
R” und R’ stets isomorph, falls allgemein R® und R™’ isomorph sind. 
3* 
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in §5 angegebene charakteristische Eigenschaft eines vollkommenen Kérpers 
der Charakteristik 2.) . 

Fiir Grundringe ergibt sich aus Satz 16, daB zwei aus demselben Aus- 
gangsring durch algebraische Erweiterung entstehende algebraisch abge- 
schlossene Grundringe notwendig isomorph sein miissen. Doch ist damit 
nicht gezeigt, daB diese Bereiche immer hinsichtlich des Ausgangsrings 
aquivalent sind, es ist also nicht etwa der letzte Satz von Teil I auf 
unvollkommene Ringe iibertragbar. 


§ 7. 
Regulare Erweiterungen allgemeiner Art. 

Es soll jetzt der im vorangehenden Paragraphen eingefiihrte Begriff 
der ,,regularen Erweiterungen besonderer Art‘ eines speziellen Ringes in 
einen allgemeinen Zusammenhang eingefiihrt werden. Im Falle, daB so- 
wohl Ausgangsring als Erweiterungsring vollkommen sind, werden wir auf 
diese Weise zu abschlieBenden Isomorphiekriterien gelangen. 

Es sei R ein spezieller Erweiterungsring des speziellen Ringes R, 
und «,,@,...,@,,... eime endliche oder unendliche Menge von Elementen 
aus R mit folgenden Eigenschaften: 

1. Jedes Element aus R lat sich linear durch endlich viele der «, 
mit Koeffizienten aus R ausdriicken, und zwar existiert fiir jeden Null- 
teiler aus K eine Darstellung der gewiinschten Art, bei der sdmtliche 
Koeffizienten Nuliteiler sind. 

2. Diese Darstellung ist eindeutig, d. h. es besteht zwischen je endlich 
vielen der «, keine lineare Relation mit Koeffizienten aus R, auch keine 
mit Nulltetlerkoeffizienten. 

Wir nennen dann die Gesamtheit der Elemente «, eine reguldre Mo- 
dulbasis von R hinsichtlich R*) und definieren: Der spezielle Ring R 
hei Bt reguldre Erweiterung allgemeiner Art des speziellen Ringes R, wenn 
R hinsichtlich R eine regulére Modulbasis besitzt. 

Ist R eine regulare Erweiterung allgemeiner Art von R, so muB R 
den gleichen charakteristischen Exponenten wie R besitzen. Bezeichnet 
nimlich 6 den charakteristischen Exponenten von R, so ist sicher 6 > 0, 
weil ja R Erweiterungsring von R ist. Ferner verschwindet aber infolge 
der ersten Eigenschaft der regularen Modulbasis die o-te Potenz jedes 
Nullteilers aus R, es ist also auch 6 < o. 


Ferner gilt, wie aus der Natur des in § 6 skizzierten Beweises zu 
ersehen ist, Satz 14 ebensogut fiir reguldre Erweiterungen allgemeiner, 
wie fiir solche besonderer Art. SchlieBlich haben wir: 


%) Vgl. Teil I § 10. 
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Satz 17. Ist R eine regulére Erweiterung von R, und bilden die 
Elemente B,, Bo, ..-, Be, ... eine Modulbasis von R hinsichtlich R, d. h. 
stellt jedes Element aue R eine lineare Verbindung von endlich vielen B, 
mit Koeffizienten aus R dar, so bilden entweder die B, eine reguldre 
Modulbasis von R hinsichtlich R, oder ein B, laBt sich linear durch die 
iibrigen mit Koeffizienten aus R ausdriicken**), 


Es sei @,, @3,..-,@,... eime nach Voraussetzung existierende regu- 
lére Modulbasis von R hinsichtlich R. Sind dann fy,, By, ..., By, irgend- 
welche endlich viele der Elemente £,, 8., ..., 8,,..., 80 bestehen u Glei- 


sd 


chungen £; = 5S ay @, (¢=1,2,...,¢), wobei » eine natiirliche Zahl 
k=1 


bedeutet, und die Elemente a,, dem Ringe R entnommen sind. Ist 
nun mindestens eine Determinante «-ten Grades der Matrix || a,, || 
(¢=1,2,..., 4, k=1,2....,») regular, so kann zwischen den By, 
(¢=1,2,...,) keinerlei lineare Relation mit Koeffizienten aus R be- 
stehen, weil es andernfalls zwischen den Elementen ay, (E=1,2,...,») 
gegen Voraussetzung eine lineare Relation gabe. Ist andererseits jede 
Determinante u-ten Grades von ||a;,|| ein Nullteiler, so lé8t sich sicher 
ein fy, etwa fy, linear durch die iibrigen bis auf einen Nullteiler- 
summanden ausdriicken. Dann aber bilden, wie aus Satz 14 folgt, be- 
reits die Elemente #; (¢ + f,,) eine Modulbasis von # hinsichtlich R. Es 
bleibt also zum Beweise von Satz 17 nur noch zu zeigen, daB jeder Null- 
teiler aus R eine lineare Verbindung von Elementen £, mit Nullteilern 
aus R als Koeffizienten darstellen muB8, falls zwischen endlich vielen der 
8, niemals eine lineare Relation besteht. Das ist aber klar. Ist nimlich 


> a; By, ein Nullteiler, so haben wir ya By, = = qe %p, » wobei alle g, Null- 
1 t=1 =1 


teiler sind. Daraus folgt aber, daB in R ein Element g+ 0 existieren 
muB, fiir das g-¢,=0 ist (kK=1,2,...,»). Wir haben also 


S (q-a;)-By = 0, und da zwischen den f, keine lineare Relation bestehen 
_— 9 t f, i; 


i=1 

soll, so muB g-a,;= 0 sein (¢ = 1, 2,..., a), d.h. alle a, sind Nullteiler. 
Satz 14 und Satz 17 kennzeichnen die grundlegenden Eigenschaften 

der reguliren Erweiterungen. Aus ihnen kann man z. B. unmittelbar 

folgenden Satz herleiten: 


Bezeichnet K den zu R, K den zu R gehérigen Kérper, und bilden die 
Elemente @,, @, ..., @, ... eine regulare Modulbasis von XK hinsichtlich K, so 
bilden die Elemente «,, a, ...,@,,... eine regulire Modulbasis von & hinsicht- 





82) Dieser Satz wurde fiir endliche regulire Modulbasen bereits in Teil I § 10 
bewiesen. 
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lich R, falls R eine regulire Erweiterung von R darstellt, und «, der Klasse @, 
angehért™*). Man braucht nur zu bedenken, da8 unter den a, keines linear 
durch endlich viele der iibrigen ausdriickbar sein kann. Aus der eben 
gemachten Bemerkung ergibt sich mit Leichtigkeit: 


Satz 18. Jede reguldre Erweiterung besonderer Art ist gleichzeitig 
eine reguldre Erweiterung allgemeiner Art. 


Ist R der Ausgangs-, R der Erweiterungsring, und sind K und K die 
zugeordneten Kérper, so braucht man nur zu zeigen, daB K eine regulire 
Modulbasis hinsichtlich K besitzen muB. Das folgt aber durch transfinite 
Induktion aus den nachstehenden vier Tatsachen: 


1. Ist K ein beliebiger Erweiterungskérper von K = K’, so existiert 
stets ein wohlgeordnetes System von Kérpern K®, K”,..., K“’, ..., deren 
erster K, deren letzter K ist, so daB K” eine einfache algebraische oder 
transzendente Erweiterung von K”~”, bzw. falls  — 1 nicht existiert, den 
Vereinigungskérper aller K“ (i <r) darstellt (vgl. Hilfssatz 1, § 5). 

2. Ist K eine einfache algebraische Erweiterung, so besitzt K evi- 
denterweise eine regulire Modulbasis hinsichtlich K. Das gleiche gilt 
aber, wenn A eine einfache transzendente Erweiterung von K, etwa durch 
das Element ¢ darstellt. Denn dann bilden, wie aus der Theorie der 
Partialbruchzerlegung folgt™), die Potenzen von ¢, sowie die Gesamtheit 


der Elemente as (0 <i<l), wobei & eine natiirliche Zahl und 9(z) 
g 


eine beliebige Primfunktion aus K, vom beliebigen Grade / bedeutet, die 
gewiinschte (diesmal unendliche) regulare Modulbasis. 


3. Ist K, ein Erweiterungskérper von K, K, ein solcher von K,, 
und besitzt K, hinsichtlich K die regulare Modulbasis cs Mies nn cele p axten 
K, hinsichtlich K, die regulire Modulbasis £,, £,,..., 8,,..., 80 bildet die 


*%) Im folgenden beniitzen wir mehrfach nachstehenden Satz: Ist R eine regulire 
Erweiterung besonderer Art durch die algebraischen und transzendenten Elemente 
,, &y, +.) &, -.., 80 stellt K eine algebraische und transzendente Erweiterung durch 
die Elemente @,, &,..., @,,-.. dar. Diese Behauptung folgt mit Hilfe der trans- 
finiten Induktion daraus, daB der Satz richtig ist, wenn R eine einfache Erweiterung 
von R darstelit. Ist insbesondere R eine Erweiterung von R durch das transzendente 
Element ¢, so folgt, was vielleicht in Teil I § 7 nicht geniigend hervorgehoben wurde, 


—E 7 = 
hi(@) und f(t) identisch sind, 
fe(t) fe (t) 
wenn die Gleichung /,(z)-f,'(z) —f, (z)-f,(z) =0 erfiillt ist. Das ist niamlich gleich- 
, 
zeitig die Bedingung dafiir, daB f(t) _ fr (#) ein Nullteiler ist. 
Alt) f(t) 

*) Vgl. z. B. Boehm: Uber die Entwicklung rationaler Funktionen nach Potenzen 

von Polynomen, Jahrb. d. d. Math. Ver. 1918, § 1, S. 129. 


die Giiltigkeit unseres Satzes daraus, daB die Elemente 
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Gesamtheit der Elemente @,-f, (o und rt beliebig) eine regulare Modulbasis 

von K, hinsichtlich K. Zunichst bildet nimlich die Gesamtheit dieser 

Elemente jedenfalls eine Modulbasis von K, hinsichtlich K. Besteht weiterhin 

eine Relation > Ss Gx By &,= 0, wobei die @;, Elemente aus K bedeuten, 

é=1 E=1 ‘ : 

so folgt daraus das Gleichungssystem S aj, &=0 (k=1,2,...,%) 
i=1 


und daraus weiter a,,=-0 (¢=1,2,...,4; k=1,2,...,%). 

Wahlt man, was stets méglich ist, die Modulbasen von K, hinsicht- 
lich K und von K, hinsichtlich K, so, daB in beiden Basen das Element 7, 
vorkommt, so kommen in der fiir K, abgeleiteten Modulbasis simtliche 
Elemente @, und ebenso simtliche Elemente #, vor. 


4. Ist r eine transfinite Ordnungszahl, zu der t— 1 nicht existiert, 
hedeutet fiir o <r allgemein K einen Erweiterungskérper von K°~” 
baw., falls « — 1 nicht existiert, den Vereinigungskérper aller K (i < «), 
und besitat fiir jedes o <+ der Kérper K™ eine solche regulire Modul- 
basis %, hinsichtlich K, daB unter den Elementen von %, fiir jedes i < o 
die Modulbasis 8, von K hinsichtlich K enthalten ist, so besitzt auch 
kK eine Modulbasis $, der charakterisierten Art, und zwar stellt $8, die 
Vereinigungsmenge aller §,; (¢ <1) dar. Die Behauptung ergibt sich bei 
Beachtung aller Voraussetzungen ohne weiteres. 

Die aus 1 — 4 leicht ableitbare Tatsache, daB ein beliebiger Erwei- 
terungskérper A von K hinsichtlich K stets eine regulare Modulbasis be- 
sitzt. gewahrleistet nicht nur die Richtigkeit von Satz 18, sondern spielt 
auch eine fundamentale Rolle beim Beweise folgenden, in Zukunft wich- 
tigen Theorems: 


Satz 19%). Ist R eine reguldére Erweiterung von R und stellt R gleich- 
zeitig eine reguldre Erweiterung von R und einen Teilbereich von R dar, 
bezeichnen K, K, K die zugeordneten Korper, ist schlieBlich B hinsicht- 
lich K transzendent, oder Nullstelle einer Primfunktion u-ten Grades 
aus K,, so geniigt ein beliebiges Element 6 aus der Klasse p keiner bzw. 
keiner Gleichung niedrigeren als u-ten Grades mit Koeffizenten aus R, 
auch keiner solchen mit Nullteilerkoeffizienten. 


Es sei @,, @,..., @,... eine nach dem Bewiesenen stets existierende 
regulare Modulbasis von K hinsichtlich K, £,, B.,..., 8,,... eine solche 
von K(f) hinsichtlich K, ,, ¥2,...,%,.-. eine solche von KX hinsicht- 


lich K(f), und dabei seien, was stets méglich ist, die 6, so gewahlt, daB 
unter. ihnen saimtliche Potenzen von f bzw. f°, B’,..., 8" * auftreten, 
ferner mége, was gleichfalls angenommen werden darf, unter den 7, das 


*) Dieser Satz stellt eine Verallgemeinerung von Teil I Satz 30 dar. 
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Element 7, vorkommen. Dann stellt die Gesamtheit der Elemente 
&,-Bo-¥ eime regulare Modulbasis von K hinsichtlich K dar, also bildet 
nach Satz 18 auch die Gesamtheit aller Elemente von der Form a,-{,-y,, 
wobei «, ein beliebiges, aber festgewahltes Element aus der Klasse @, usw. 
bedeutet, eine regulire Modulbasis von R hinsichtlich R. Daraus folgt 
unmittelbar die Richtigkeit von Satz 19. Man braucht die #, nur so zu 
wahlen, da8 unter ihnen simtliche Potenzen von f bzw. die Elemente 
B°, B’,...,8”"* vorkommen, und die y, so zu bestimmen, da8 unter 


ihnen das Element r, auftritt. Dann ist evident, daB eine Relation 
A y 


Py au a, B= 0 (A und » beliebig bzw. 4 beliebig, y < ~ — 1) nur fir 
i=1 k= 
a,,=0 (¢=1,2,...,4; Ek=0,1,...,%) bestehen kann. 

Satz 19 ermédglicht uns weitgehende Folgerungen fiir den Fall, da& 
der vollkommene Ring R eine regulire Erweiterung des vollkommenen 
Ringes R darstellt. Wir wollen in diesem Falle von ,,vollkommenen regu- 
laren Erweiterungen“ sprechen, und kénnen dann nachstehenden Satz 
formulieren: 


1. Fundamentaltheorem der vollkommenen reguliren 
Erweiterungen. 


Jede vollkommene regulare Erweiterung der allgemeinen Art ist gleich- 
zeitig eine reguldre Erweiterung besonderer Art. 

Dieses Fundamentaltheorem beweisen wir unter Benutzung von Satz 14 
und vor allem von Satz 19 genau so, wie wir im vorangehenden Para- 
graphen die Existenz des Grundrings zeigten. (Man beachte dabei, daB 
Hilfssatz 3 von §5 richtig ist, wenn K einen beliebigen vollkommenen 
Teilkérper des vollkommenen Kérpers K darstellt.) Der Beweis ergibt 
sich folgendermaBen: Es sei K der dem Ringe R, K der dem Ringe R 
zugeordnete vollkommene Kérper. Wir bauen dann XK iiber K nach dem 
Schema von Hilfssatz 3 §5 auf. K”, K®,..., K,... seien die dabei 
auftretenden Zwischenkérper. Dann zeigen wir durch transfinite Induktion, 
da8 man eine Kette von zwischen R und R liegenden Ringen BB .<0 
R,... konstruieren kann, denen die Kérper K”, K®,..., K”,... m- 
geordnet sind. Auf diese Weise gelangt man zu einem Teilring R’ von R 
mit dem zugehérigen Kérper K und aus Satz 14 folgt die Identitaét von 
# und R’. Zu den Einzelheiten des Induktionsbeweises sei noch bemerkt: 
Entsteht K“ aus dem vollkommenen Kérper K“~” durch Adjunktion des 
Elementes «,, das Nullstelle der irreduziblen Funktion g,(x) aus Kj~” 
ist, und bedeutet g, (x) eine beliebige Primfunktion aus dem Funktionen- 
ring R/~” und aus der Klasse g, (x), so kann R aus R“~” durch Ad- 
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junktion einer Nullstelle von g,(x) erzeugt werden. Es gibt namlich 
jedenfalls eine mit g,(x) modp* kongruente Primfunktion in R,, die eine 
Produktzerlegung g, (x) = (x — a,)-h, (zx) gestattet, wobei a, der Klasse @, 
angehért, und 2 — a, und h; (x) teilerfremd sind. Daraus folgt aber die 
Existenz einer analogen Produktzerlegung g, (x)= (x2 —«,)-h,(x), wobei 
h.(x) ebenfalls der Klasse @, angehért. Ist K eine transzendente Er- 
weiterung von K“~” durch das Element @,,%so ist jedes Element «, aus 
der Klasse @, hinsichtlich R“~* transzendent. Ist insbesondere K“” 
unvollkommen, so kann und mu8 genau so, wie beim Beweise von Haupt- 


.. sa 
satz 1 gezeigt wird, «, so gewahlt werden, daB fiir beliebigesi Va, in R 
existiert. Alsdann kann man in entsprechender Weise «,,, = Va, ; 


b+— = Va.<1 usw. bestimmen, und gelangt durch Adjunktion dieser Ele- 
mente vom unvollkommenen Ringe R“ = R“~”(«,) zu einem voll- 
kommenen Ringe R“*”’, dem der zu K™ gehérige Wurzelkérper zu- 
geordnet ist. 


In entsprechender Weise erméglicht uns Satz 14 und Satz 19 genau nach 
der beim Beweise von Satz 15 verwandten SchluBweise den Beweis fiir das 
2. Fundamentaltheorem der vollkommen regularen Erweite- 

rungen. 


Sind R und R’ zwei vollkommene regulére Erweiterungen von R, 
denen derselbe Korper K zugeordnet ist, so sind R und R’ hinsichtlich 
R dquivalent. 

Wir konstruieren nach dem Schema von Hilfssatz 3, §5 zwischen 
K und K — wobei K den R zugeordneten Kérper bedeutet — eine Kette 
von Zwischenkérpern K”, K™,..., K“,... und bauen, gestiitzt auf diese 
Konstruktion, die Ringe R und R’ in der beim Beweise von Fundamental- 
theorem 1 auseinandergesetzten Weise auf. R”’, R®,..., R,... baw. 
R”’,R™’,..., R’,... seien die dabei auftretenden Zwischenringe zwischen 
R und R bzw. R’. Dann ergibt sich woértlich wie beim Beweise von 
Hauptsatz 1, daS R“ und R“ fiir jedes + hinsichtlich R aquivalent sind, 
woraus die behauptete Aquivalenz von R und R’ unmittelbar folgt. 

Das zweite Fundamentaltheorem stellt ersichtlich eine Verallgemeine- 
rung des ,,Fundamentaltheorems der regular algebraischen Erweiterungen 
vollkommener Ringe“ von Teil I § 10 dar. Dort beschrankten wir uns auf 
algebraische Erweiterungen, hier lassen wir algebraische und transzendente 
Erweiterungen in beliebiger Wohlordaung zu. 


Wegen der Wichtigkeit der beiden Fundamentaltheoreme sollen die 
Hauptpunkte des Beweises hier nochmals kurz hervorgehoben werden: Der 
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eine Teil des Beweises gilt fiir vollkommene und unvollkommene Ringe 
gleichmaBig. Er stiitzt sich im wesentlichen auf die Eigenschaften der 
reguliren Modulbasis und damit auf die Sitze 14 und 17. Das End- 
ergebnis dieses Beweisteils ist Satz 19, der auch so formuliert werden 
kann: Ist A eine regulare Erweiterung von R, F# ein zwischen R und R 
liegender Ring, so ist « hinsichtlich R regular algebraisch, falls es Nullstelle 
einer Primfunktion aus R, ist; es ist hinsichtlich R transzendent, wenn 
modulo p* @ hinsichtlich A transzendent ist. 


Der zweite Teil des Beweises stiitzt sich in der Hauptsache auf 
Hilfssatz 3 von §5, der den Aufbau eines vollkommenen Erweiterungs- 
kérpers iiber einem vollkommenen Ausgangskérper lehrt. Wir erkennen 
mit Benutzung dieses Hilfssatzes, da8 sich stets ein wohlgeordnetes, end- 
liches oder unendliches System von Erweiterungsringen R™, R®,..., R”, . 
iiber R konstruieren lat, derart, daB in # stets ein hinsichtlich R” 
regular algebraisches oder transzendentes Element vorhanden ist, falls nur 
R™ nicht mit R zusammenfillt. Dieser zweite Teil des Beweises kann 
sich mindestens ohne wesentliche Umgestaltung nicht auf unvollkommene 
Ringe iibertragen lassen, weil ja, wie aus dem in der letzten Anmerkung 
von Teil I gegebenen Gegenbeispiele hervorgeht, das zweite Fundamental- 
theorem fiir unvollkommene Ringe seine Giiltigkeit verliert. Was das 
erste Fundamentaltheorem angeht, so scheint die Konstruktion eines Gegen- 
beispiels fiir unvollkommene Ringe nicht so einfach zu sein. Diese Frage, 
sowie die Frage, ob bei unvollkommenen Ringen stets ein Grundring 
existiert, mu8 daher hier offen gelassen werden. 


Beschranken wir uns fiir den SchluB dieses Paragraphen auf voll- 
kommene Ringe, so kénnen wir feststellen, daB durch die beiden Funda- 
mentaltheoreme der Zusammenhang zwischen Kérpern und speziellen Ringen., 
soweit zwischen diesen Bereichen iiberhaupt Beziehungen bestehen kénnen, 
klargelegt ist. Algebraische und transzendente Erweiterungen sind zu- 
sammen eindeutig definiert als die tiberhaupt médglichen Erweiterungen 
mit reguldrer Modulbasis. Kérper und Grundringe sind vor den iibrigen 
speziellen Ringen durch folgende Eigenschaft ausgezeichnet: Ist K(R* 
ein Erweiterungsbereich des Kérpers K (des vollkommenen Grundringes R* ), 
der selbst wieder einen Kérper (vollkommenen Grundring) darstellt, so 
besitzt K(R*) hinsichtlich K(R*) eine reguldére Modulbasis. 

Wir kénnen daher den Kérper (vollkommenen Grundring) aus seinem 
Primkérper (Primring) durch ein wohlgeordnetes System von algebraischen 
und transzendenten Erweiterungen erzeugen. Diese Tatsache gestattet uns, 
fiir einen Kérper (vollkommenen Grundring) den Transzendenzgrad hin- 
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sichtlich des Primkérpers (Primringes) zu definieren**) und im AnschluS 
an Steinitz den Satz auszusprechen: Zwei Kérper (vollkommene Grund. 
ringe) sind nur dann isomorph, wenn sie in ihrem Primkérper (Primring ) 
und im Transzendenzgrad hinsichtlich des Primkérpers (Primring) iiberein- 
stimmen. Sind die beiden Kérper (vollkommenen Grundringe) auBerdem 
algebraisch abgeschlossen, so sind sie auf jeden Fall isomorph*”’). 

Um fiir beliebige spezielle Ringe zu einem analogen Ergebnis zu 
kommen, legt man einen beliebigen vollkommenen Ring R zugrunde und 
betrachtet nur vollkommene regulire Erweiterungen von R. Ist R eine 
solche Erweiterung, so definieren wir als den Transzendenzgrad von R 
hinsichtlich R, den Transzendenzgrad von X hinsichtlich K und kénnen 
dann folgendes Theorem aussprechen : 


Zwei algebraisch abgeschlossene reguldre Erweiterungen von R sind 
dann und nur dann hinsichilich R dquivalent, wenn sie hinsichilich R 
gleichen Transzendenzgrad besttzen. 


§ 8. 
Die Hilbertschen Basiszahlen bei beliebigen speziellen Ringen. 


Wir beginnen damit, den vollkommenen Ring R aus seinem Grundring R* 
durch Adjunktion von Nullteilern abzuleiten. Es sei z,, z,,..., %,,... eine 
wohlgeordnete Menge von Nullteilern, derart, daB R = R*(z,, in 0805 Meg acel 
wird, daB also R aus der Gesamtheit aller Polynome in je endlich vielen 
der Variablen x, mit Koeffizienten aus R* besieht. Dann miissen ersichtlich 
alle Potenzprodukte der zx, von einer gewissen Dimension an verschwinden, 
und wir beweisen genau so wie Satz 10 den 


Satz 20. Man erhdlt den allgemeinsten vollkommenen Ring R mit 
dem Grundring R*, indem man alle Polynome in x,, %,..+, 2, ++. mit 
Koeffizienten aus R* bildet und ein Polynomideal a gleich Null setzt, das 
vom Einheitsideal verschieden ist und alle Potenzprodukte der x, von einer 
gewissen Dimension an enthdlt, im ibrigen aber beliebig gewdahlt werden 
kann. Die x, diirfen eine Menge beliebiger Machtigkeit bilden. 

Kann man den Ring R aus R* durch Adjunktion einer endlichen 
Anzahl von Variablen z,,z,,..., 2, erzeugen, so laBt sich die im zweiten 
Teil von § 4 entwickelte Theorie, insbesondere Satz 12, ohne wesent- 
liche Modifikation auf R iibertragen. Es soll jetzt noch der allgemeinste 
Fall untersucht werden. 

*) Zur Definition des Transzendenzgrades eines Kérpers vgl. St. § 24, 8. 299. 
Der Transzendenzgrad eines Grundringes ist mit dem des zugeordneten Kérpers 
identisch. 

97) Vgl. St. § 24, Satz 3 S.299 und Satz 6 S. 301. 
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Es bedeute R einen ganz beliebigen, vollkommenen oder unvollkom- 
menen Ring, a ein beliebiges Ideal aus R. Dann behaupten wir: 


Satz 21. Das Ideal a bestizt stets eine endliche oder unendliche 
Basis von modulo a-p* linear unabhangigen Elementen. Hine solche 
Basis soll ,,Minimalbasis“ heiBen. Hine beliebige Basis von a ist ent- 
weder Minimalbasis, oder es ist ein Element linear durch die iibrigen 
ausdriickbar. 

Es sei a, @,...,@,... eine beliebige Basis von a. Dann behaupten 
wir: Fiir jedes r 1aBt sich eine Teilmenge a, = a5, , a, =«3,, ..., Gr, = 5, , +++ 
der Elemente «, (¢ <1 bzw. ¢ <r) finden, derart, daB die «, modulo a-p* 
linear unabhangig sind, daB also zwischen je endlich vielen von ihnen 
modulo a-p* keinerlei lineare Relation besteht, und da ferner jedes 
der Elemente «j (¢ << t bzw. ¢< 1) sich modulo a-p* linear durch die 
Gy, Wg, +++, ,,--. ausdriicken laBt. In der Tat, die Behauptung ist fiir 
t= 1 richtig, sie stimmt auch fiir t, wenn tr — 1 nicht existiert, und wenn 
sie dabei fiir alle «<r richtig ist, schlieBlich folgt aus ihrer Giiltigkeit 
fiir «—1 die Giiltigkeit fiir +. Die Richtigkeit der letzteren Tatsache 
erkennt man so: Ist « modulo a-p* linear durch endlich viele «j (¢<1r—1 
baw. ¢ < + — 1) ausdriickbar, so bilden die Elemente a; (¢ <1, bzw. i <r,), 
im andern Falle die Elemente «),; (¢ < t, baw. i <1,), a die zur gehdrige 
Menge der gewiinschten Art, falls die Gesamtheit der Elemente «/; (¢ <r, 
bzw. ¢<1,) eine zu t—1 gehdrige Menge darstellt. Es lat sich also 
stets aus den a; eine Teilmenge von Elementen a, auswahlen, die unter- 
einander modulo a-p* linear unabhingig sind, und durch endlich viele 
von denen sich modulo a-p* jedes Element «/ ausdriicken l48t. Da8 
unter diesen Umstainden die «, eine Minimalbasis von a bilden, daB ferner 
allgemein der letzte Teil von Satz 21 richtig ist, erkennt man ohne 
irgendeine Schwierigkeit wie im Falle der endlichen Ringe durch das 
Korrektionsgliederverfahren. 


Satz 22. Ist a,,a,,...,@,,... eine Minimalbasis von a von insgesamt 
t, Elementen, B,, B,,-.-,B:,... eine solche von t, Elementen**), und be- 
sttzt die Menge der Elemente der ersten Minimalbasis die Mdchtigkeit »,**) 
die der zweiten Minimalbasis die Mdchtigkeit x,, so ist x, = N,- 

Wir fiihren den Beweis von Satz 22 sehr einfach mit Benutzung 
folgenden Hilfssatzes: 


Hilfssatz. Ist ein Korper K, eine Menge von t,\Variablen x,, x2, ..., Le5-++ 
und ein System |, (x), 1,(x),..-, (2), ... von Linearformen in je endlich 


**) Was darunter zu verstehen ist, falls t—1 nicht existiert, ist wohl klar. 
%*) x, ist also gleich der Machtigkeit der Menge aller Ordinalzahlen, die kleiner 
oder gleich +, sind. 
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vielen der Variablen x, gegeben, und sind je endlich viele der Linearformen 
l,(x) linear unabhdngig, so bilden die l,(x) eine Menge, deren Machtig- 
keit héchstens gleich der Machtigkeit aller Ordinalzahlen kleiner oder 
gleich t, ist. 

Der Hilfssatz ist evidenterweise richtig, falls r, eine endliche Zahl 
bedeutet. Ferner folgt aus seiner Richtigkeit fiir 1, 1 seine Richtigkeit 
fir ++ 1. Tritt naimlich unter den /,(xz) keine Linearform auf, die die 
Variable z,,, wirklich enthalt, so ist die Behauptung trivial. Im andern 
Fall enthalte etwa /,(a2) die Variable z,,, wirklich, und allgemein mége 
in 1,(a2) die Variable z,,, mit dem Koeffizienten a, behaftet auftreten. 
Dann bildet die Gesamtheit der Linearformen 


li(x) =1(x), (x) =ly(x) — ah (2), s(x) = Is(x) — 1, (x), 
Ut (x) = lez) -2 1, (x), ... 


ein System von offenbar linear unabhangigen Linearformen, das jedenfalls 
gleiche Machtigkeit wie das System der /,(z) besitzt. Andererseits besitzt 
aber das System der 1; (x) héchstens die Machtigkeit der Menge aller Ordinal- 
zahlen o <t-+ 1. Denn das System der Linearformen Is (2), ls (#}, 0.6 1, (2), yt 
auf das sich nach Voraussetzung unser Hilfssatz anwenden laBt, weil diese 
Linearformen von z,,, unabhangig sind, besitzt héchstens die Machtigkeit 
der Menge aller Ordinalzahlen o < t. 

Es ist nur noch zu zeigen, daB der Hilfssatz fiir 1, — 1 richtig ist, 
falls t — 1 nicht existiert, und falls seine Giiltigkeit fiir alle o <r bereits 
nachgewiesen ist. Da jede der Linearformen nur endlich viel Variable z;, 
enthalt, so gibt es zu jeder Linearform ein z, mit gréBtem Index, das in 
der betreffenden Linearform mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten 
auftritt. Daraus folgt, daB die Menge It aller Linearformen /{z) die Ver- 
einigungsmenge von t, Mengen It,, Dt,,..., Dt.,... darstellt, wobei M, 
die Gesamtheit aller derjenigen Linearformen /(x) bedeutet, in denen z, 
das Glied mit héchstem Index ist, das einen von Null verschiedenen 
Koeffizienten besitzt. Existiert o— 1 nicht, so ist I, gleich der Null- 
menge zu setzen. Auf die Mengen Jt,, Ms, ..., Mo,-.. (<1) kann man 
nach Voraussetzung den Hilfssatz anwenden, jede dieser Mengen besitzt 
daher héchstens die Miachtigkeit x, wenn x die Machtigkeit der Menge 
aller Ordinalzahlen o <1 bedeutet. Daraus folgt, daB die Vereinigungs- 
menge It der t, Mengen t,, M,, ..., Ma, ... héchstens die Miachtigkeit 
x® besitzt, und da » seiner Natur nach die Machtigkeit einer unend- 
lichen Menge bedeutet, so ist x? =x. Der Hilfssatz ist daher auch im 


vorliegenden Fall, also, wie aus der transfiniten Induktion folgt, allgemein 
richtig. 


ors 








46 W. Krull. Algebraische Theorie der Ringe. II. 


Aus dem nunmehr bewiesenen Hilfssatz ergibt sich sehr leicht die 
Richtigkeit von Satz 22. Zwischen den Basen «,, @,,...,@,... und 
B,, Bs, ..-, Bo» --- bestehen Transformationsformeln a, = 1,(f), wobei die 
Ll, Linearformen mit Koeffizienten aus R bedeuten, von denen jede ein- 
zelne endlich viele der Variablen f,, fy,..., 8.,... enthalt. Nimmt man 
die Koeffizienten der Linearformen modulo p*, so geht jede Linearform 
1, (8) in eine Linearform /,(#) mit Koeffizienten aus K iiber, und man erhilt 
auf diese Weise 1, linear unabhingige Linearformen 1, (8), 1,(f),...,ls(B), --- 
weil andernfalls, wie leicht einzusehen, die Elemente a,, a., ee 
keine Minimalbasis bildeten. Man kann daher auf die +1, Linear- 
formen 1,( #), l,(f), ...,1,(), ... den Hilfssatz anwenden, die Machtigkeit 
x, der Menge dieser Linearformen kann also héchstens gleich x, sein, es 
ist mithin x, <x,. Ebenso beweist man x, < x,, also ist x, = x, gemab 
der Behauptung von Satz 22. 

Gestiitzt auf Satz 21 und Satz 22 definieren wir die allgemeinen Hilbert- 
schen Invarianten eines beliebigen Ringideals a in folgendem Theorem: 

Hauptsatz 2. Ist a ein beliebiges Nullteilerideal aus dem beliebigen 
speziellen Ringe R, so kann man dem Ideal a im ganzen o — 1 mit Einschlup 
der Rethenfolge eindeutig bestimmte Machtigkeiten »™ (40,1, ...,@—2) 
zuordnen, wobei » dadurch charakterisiert ist, daB jede Minimalbasis 
von a-p** die Machtigkeit » besitzt. Die Médchtigkeiten » heiBen die 
Hilbertschen Invarianten von a. Ist die erste Hilbertsche Invariante von p* 
eine natirliche Zahl, so sind fiir jedes Ringideal a sdmtliche Hilbertsche 
Invarianten natiirliche Zahlen. 


(Eingegangen am 3. 3. 1923.) 


Uber die Zerlegung von Primgruppen. 
Von 


Werner Schmeidler in Breslau. 


Einleitung. 


In der Lehre von den Systemen algebraischer Gleichungen gilt als 
einfachstes Grundelement das ,,Primmodulsystem“, kiirzer als ,,Primmodul", 
nach einem neueren Vorschlage von E. Noether, dem wir uns anschlieBen, 
besser als ,,Primideal“ (aus Polynomen) bezeichnet; ein solches wird im 
Falle einer Variablen durch ein im zugrunde gelegten Koeffizientenbereich 
irreduzibles Polynom erzeugt. Die weitere Zuriickfiihrung einer irreduziblen 
Gleichung einer Variablen auf eine Kette von ,,einfacheren“ irreduziblen 
Gleichungen, die Angabe von Kriterien fiir die Méglichkeit einer derartigen 
Reduktion usw. ist bekanntlich die Aufgabe der Galoisschen Theorie. Eine 
analoge Untersuchung fiir Gleichungssysteme in mehreren Variablen ist bis- 
her nur in dem sozusagen trivialen Sinne vorgenommen worden, daB ge- 
niigend viele Variable zum Grundbereiche adjungiert und die gegebenen 
Gleichungen damit auf Gleichunyen in einer Variablen, und zwar letzten 
Endes wieder auf eine Gleichung in einer Variablen zuriickgefiihrt wurden. 

In der vorliegenden Arbeit wird nun zunichst darauf hingewiesen, 
daB die in friiheren Untersuchungen behandelte Zerlegung der Restgruppe 
von Polynomidealen') prinzipiell einen Schritt in der Richtung einer nécht- 
trivialen Ausdehnung der Galoisschen Aufgabe auf Gleichungssysteme be- 
deutet. In der Tat leistet sie die Zuriickfiihrung von Gleichungssystemen 
auf ,,einfachere“ Gleichungssysteme, und zwar ist der durchgreifende Unter- 
schied gegen die oben als ,,trivial’‘ charakterisierte Methode, daB diese 


*) Vgl. meine Habilitationsschrift: Uber die Zerlegung der Gruppe der Rest- 
klassen eines endlichen Moduls, Math. Zeitschr. 5 (1919), 8. 222 —267 (zitiert mit Z), 


sowie die Arbeit des Herrn Mittelsten Scheid: Die Zerlegung irreduzibler integrabler 


Gruppen hyperkomplexer GréBen in unzerlegbare Faktoren, Math. Zeitschr. 14 (1922), 
8. 263 — 328. 
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einfacheren Gleichungssysteme Ideale niedrigerer Mannigfaltigkeit erzeugen 
als das gegebene, daB also z. B. die Untersuchung einer Flache mit zer- 
legbarer Restgruppe zuriickgefiihrt wird auf diejenige von Kurven, wahrend 
dies nach der obigen Methode nicht méglich ist. Die Zerlegbarkeit der 
Restgruppe ist auch bei Primidealen méglich und liefert insbesondere fiir 
den Fall einer Variablen, wenn die vorgelegte irreduzible Gleichung eine 
Normalgleichung ist, die Zerlegung des Kérpers der Wurzeln in direkte 
Faktoren, also eine spezielle in der Galoisschen Theorie behandelte Reduk- 
tion, womit der Anschlu8 an diese Theorie hergestellt ist*). — Es wird 
dann weiter bemerkt, da8 iiberhaupt die Grundbegriffe der Galoisschen 
Theorie, also vor allem die Galoissche Gruppe selbst, auf den Begriff der 
Restgruppe anstatt auf den engeren des Kérpers gestiitzt werden kénnen. 
Da die Restgruppe bei Gleichungssystemen mehrerer Variablen unverandert 
ihre Bedeutung beibehalt, wahrend dies fiir den Kérperbegriff nur bei Ver- 
anderung des Grundbereichs oder Hinzunahme von idealen Elementen gilt, 
so scheint mir diese Bemerkung der Erwahnung wert. 


Im zweiten Paragraphen wird die Zerlegung der Restgruppe fiir ein 
Primideal im algebraisch abgeschlossenen Grundbereich genauer untersucht. 
Die in den oben zitierten Arbeiten behandelte Eindeutigkeitsfrage wird 
fiir eine gewisse Klasse von Primgruppen, namlich fiir diejenigen, deren 
unzerlegbare Faktoren Kurvengruppen sind, wahrend sie selbst beliebige 
Mannigfaltigkeit haben kénnen, in einem bestimmten Sinne bejahend be- 
antwortet. Die betreffenden Siatze gehéren zur affinrationalen Geometrie, 
die damit in eine enge Verwandtschaft zur Galoisschen Gleichungs- 
theorie tritt. 


*) Nach Fertigstellung der Arbeit bekam ich Kenntnis von einem Korrektur- 
abzuge der Arbeit von E. Noether, Eliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie (er- 
schienen in Math. Ann. 90, 8S. 229—261), wo in § 3 aus der Restgruppe eines Primideals 
beliebiger Mannigfaltigkeit durch Quotientenbildung in Steinitzscher Weise ein Rest- 
klassenkérper konstruiert wird, der sich mit dem Kérper der Nullstellen als isomorph 
erweist. Fiihrt man diesen Begriff ein, so liefert die Zerlegung der Restgruppe fiir ein 
beliebiges Primideal die Zerlegung des Nullstellenkérpers in direkte Faktoren, also seine 
Darstellung als Vereinigungskérper von elementenfremden Teilkérpern. Diese werden 
insbesondere in dem oben niaher betrachteten Falle vom ,,Transzendenzgrad“ 1. — Ich 
fiihre dies hier an, um den Anschlu8 an die bekannteren Begriffe der Kérpertheorie 
herzustellen. An sich ist die Erweiterung der Restgruppe zum Restklassenkérper fiir die 
vorliegenden Zwecke iiberfliissig und nur bei Primidealen iiberhaupt méglich, wahrend 
die Restgruppe und ihre Zerlegung bei beliebigen Idealen definiert ist. 
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§ 1. 
Bemerkungen zur Galoisschen Theorie. 


Es sei IN(x,,...-2,,) eim Ideal aus Polynomen in 2z,,..., 2, mit 
Koeffizienten im Korper P,*) & die Gesamtheit der Restklassen F(z, ..., z,,) 
aller Polynome F(z,,..., z,,) mod I, die Restgruppe von Mt. Wir nennen 
jedes Ideal NR(y,,..., y,), dessen Restgruppe zu YU isomorph ist, zu U 
gehérig, und die beiden Ideale It und R zueinander dquivalent. Eine Rest- 
gruppe 2% heiBt zerlegbar in die beiden Faktoren 8 und ©, oder das Pro- 
dukt von $ und €, A= Bx C, wenn es unter den zu ihr gehérigen Idealen 
ein solches von der Gestalt I (x,,..., %,,) =(M(w,,---, 2), Mle 445 ++ +> L_)) 
gibt, wobei n < m ist, und M(z,,...,2,) als Ideal in den Variablen 
z,,---,%, allein aufgefabt die Restgruppe 8, R(z,.,,...,2%,,) in den 
Variablen z,,,,---,2%,, allein aufgefaBt die Restgruppe € besitzt. DaB 
das Produkt von den speziell gewahlten Idealen 9 und R unabhingig 
und nur von $ und € selbst abhangig ist, ist in meiner oben zitierten 
Arbeit enthalten (man vergleiche insbesondere die dortige Definition VIII 
und den Satz 21, die beide nur von der Kérpereigenschaft des K oeffizienten- 
bereichs Gebrauch machen). 


Geht man aus von einem Gleichungssystem in P, 
F, (&,, -.05@_,)™ 0, ..., Fie,..., &,) 8, 


hat das Ideal It — (F,,..., F,) eime zerlegbare Restgruppe U=— Bx C, 
sind ferner N(y,,..., y,) und R(z,,...,z,) zwei zu B und € gehérige 
Ideale, und sind endlich die Ubergangstransformationen von It zu (NM, R) *) 


bekannt, so ist das gegebene Gleichungssystem zuriickgefiihrt auf die 
beiden Systeme 


G.ig,, «0 ,.Qjpee, ....5 Gia, <.. ee? 
und 

Mg (Bing neg) OO, nop, Tein ee eR, 
deren Mannigfaltigkeiten zusammen nach Z., Satz 26 die Mannigfaltigkeit 
des gegebenen Systems ergeben und worin G,,..., G, eine Basis von %, 


H,, ..., H, eine solche von R bedeutet. Eine solche Zuriickfiihrung eines 
Gleichungssystems auf zwei Systeme niedrigerer Mannigfaltigkeit, also ein- 
fachere Systeme, ist auch dann im allgemeinen méglich, wenn das gegebene 
Ideal ein Primideal ist. Alsdann ist auch jedes dquivalente Ideal ein 





*) D.h. ein System von Polynomen in P, zu dem neben F, und F, auch F, + F, 
und neben F auch AF gehért; hierbei bedeutet A ein beliebiges Polynom in P. — 
Allgemein bedeuten im folgenden groBe lateinische Buchstaben Polynome in P. 

*) Vgl. hierfiir den Satz I meiner Arbeit: Uber die Singularitaiten algebraischer 
Gebilde, Math. Annalen 81 (1920), S, 223—234 (zitiert mit Sg.). 
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Primideal und die Restgruppe eine Primgrwppe, die dadurch ausgezeichnet 
ist, daB keine zwei von Null verschiedenen Elemente ein verschwindendes 
Produkt haben. 

Insbesondere sei jetzt m=1 und It Primideal. Dann ist Mt = (F(z2)) 
eingliedrig, F(x) irreduzibel in P, & endlich und isomorph zum Kérper 
P(a«) einer Wurzel « von F(z) = 0 (nach einer bekannten Bemerkung von 
Steinitz). Ist U— Bx € zerlegbar, so ist P(«) direktes Produkt zweier 
zu $ und € isomorphen Teilkérper und umgekehrt, It = (F(x)) aquivalent 
zu (N(y), R(z)), wobei N—(G(y)) m B, R—(A(z)) m C gehért. 
Die Zerlegung der Resigruppe geht also bei einer irreduziblen Gleichung 
einer Variablen einfach tiber in die Zerlegung des Korpers einer Wurzel 
in zwei direkte Faktoren und liefert demnach eine Verallgemeinerung hier- 
von auf beliebige Gleichungssysteme. Speziell bei einer Normalgleichung 
ist die Zerlegung gleichbedeutend mit der Zerlegbarkeit des Kérpers aller 
Wurzeln, wie sie in der Galoisschen Theorie mit Hilfe der Galoisschen 
Gruppe festgestellt werden kann. 

Um die Bedeutung der Restgruppe fiir die Galoissche Theorie noch 
nach einer andern Richtung zu beleuchten, zeigen wir, daf auch bei einer 
(nicht notwendig irreduziblen) Gleichung mit lauter einfachen Wurzeln die 
Galoissche Gruppe durch die Restgruppe eindeutig bestimmt ist. Sind 
namlich F(x)=—0 und G(y)=0 zwei derartige Gleichungen mit den 
Wurzeln «,,...,@,, und £,,...,8,, und ist (F(xz)) aquivalent (G(y)), so 
ist m=n und bei passender Anordnung P(a,)—P(f,), ..., P(«,,)—=P(£,,). 
Ist dies gezeigt, so ist auch P(a,,...,a,,)—P(f,,...,8,,) und folglich 
auch die Galoissche Gruppe als Gruppe der Selbstisomorphismen dieses 
Kérpers bei Festhaltung aller GréBen aus P dieselbe. Zum Beweise be- 
achten wir, daB die Behauptung m= sofort aus der Isomorphie der 
Restgruppen von (F’) und (@) folgt, die ja respektive von der Ordnung m 
bzw. » sind. Ferner liefert Sg. Satz I die Existenz zweier Ubergangs- 
polynome f(z) und g(y) in P, so daB fiir die Restklassen ¢ und y von 
x und y mod F und G die Relationen gelten: 


F(g(o))=0, G(f(z))=0, 
f(g(9))=9, g(f(t)) =z. 
Hiernach ist F(g(f;))=0, @(f(«,))= 0; also ist g(f;) em @ und /(a,) 
ein 8. Wegen f(g(8;)) =; sind alle g(f;) voneinander verschieden; also 
ist bei passender Anordnung «,;—g(f;) und demnach auch #;=f(«;). 
Somit ist P(a,) = P(;). 
Ist F(x) nicht nur irreduzibel, sondern auch Normalgleichung, so be- 
sitzt die (mit P(a,,...,«,,) isomorphe-) Restgruppe M% von (F') m ver- 
schiedene Elemente, die je die Restgruppe erzeugen und zum selben Idéal 
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M = (F) gehéren; die Restgruppe ist eine ,,Normalgruppe“ (Galoisscher 
Kérper). Umgekehrt geniigt jedes erzeugende Element einer Normalgruppe 
einer Normalgleichung. Die Grundtatsache der Galoisschen Theorie kann 
dann ,,invariant“ so ausgesprochen werden, daf zu jeder Restgruppe einer 
Gleichung mit lauter verschiedenen Wurzeln eindeutig eine Normalgruppe 
gehért, deren Gruppe der Selbstisomorphismen die Galoissche Gruppe der 
gegebenen Restgruppe ist. 


§ 2. 
Die Zerlegung von Primgruppen bei algebraisch abgeschlossenem 
Grundbereich. 


Es sei jetzt P algebraisch abgeschlossen und % eine beliebige Prim- 
gruppe, d. h. eine Restgruppe ohne Nullteiler. Dann ist jedes zugehérige 
Ideal ein Primideal. Fiir ein solches Ideal § (z,, ..., z,,) von der Mannig- 
faltigkeit d gilt dann als Grundtatsache der Eliminationstheorie: 


A. Durchléuft (a,,...,«,,) alle Nullstellen von J oder wenigstens 
eine Menge von Nulistellen von der Mannigfaltigkeit d, und ist fiir alle diese 
Wertsysteme F(a,,...,%,)=0, soist F=0($), d.h. F(z,,...,2,,) = 0. 


Satz 1. Hs sei M(z,,..., z,,) ein Ideal, O(y,,..., y,) en Prim- 
ideal von der Mannigfaltigkeit d. Ist dann 


F (2, +++) lmquy Bys-++>B,) = 0 (M) 


fiir eine Menge von Nullstellen (B,,...,8,) von 0. von der Mannigfaltig- 
keit d, so ist 


FP (245. - +) Sugs Ya0-++2 Ya) = 0 (M, D) 


oder 

4} eee =e Tere SL 
WENN I,,---,Iq, ae Restklassen von 2x,,...,z,,modM, y,,...,9, die 
von ¥,,---, y, mod  bedeuten. 


Zum Beweise erinnern wir uns daran, da8 es eine aus Potenzproduk- 
ten r%:... ¢°= bestehende lineare Basis von Jt und eine Darstellung 


(1) ee Cijs0<g ee Cp, ...05 , ere ety = 


durch endlich viele dieser Potenzprodukte gibt, wobei C, .... Polynome 
in y,,---,¥y, sind. Nach der Voraussetzung F(r,,...,2,,,8,,--+»8,) =0 
mu8 dann wegen der Basiseigenschaft 


Op, ..-0, (Bas +++B,) = 0 
4* 
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sein fiir alle Wertsysteme f,,..., 8, des Satzes. Dies bedeutet aber wegen A. 
Co, 0m (Yis+ ++ 9) = 9- 
Einsetzung in (1) ergibt die Behauptung des Satzes. 

Satz 2. Das Produkt zweier Primgruppen in P ist eine Prim- 
gruppe in P.°) 

Es sei F(z,,..., 2, Y¥;,--+»¥,) em Polynom, dessen Restklasse 
mod ($ (z,,...,2,,), O(y,,---> y,)) eim Teiler der Null ist, und es seien 
$ und © Primideale. Dann gibt es ein G(z,,..., Lins Yis-++>Y,), 80 daB 

Setzen wir hierin fiir y,, ..., y, irgendeine Nullstelle £,,..., 8, von 
©, ein, so ist 

PP (2, «+ +5 Sens Bas +22 Ba) Gly «+25 Sens Bye ++ 0s B,)=0 ($B). 
Weil % ein Primideal ist, so mu8 einer der beiden Faktoren zu § gehéren, 
und zwar mu8 mindestens eine der beiden Gleichungen 
F(a, « «09 Bese By, ---p =O, 
wT, 1 B } (B) 
Gta, «s+ Gis F ---- FEO 
fiir eine Menge von Nullstellen £,,..., 8, von der Mannigfaltigkeit d von 
© gelten. Nach Satz 1 ist demnach 
F(2,, -- +» Sqnv Yao +++2 Vg) =—O Oder G(z,,..., Za, Yyr---2%_)/ = O(F, L). 

Satz 3. Jeder Faktor einer Primgrwppe ist eine Primgruppe. 

Der Satz gilt fiir jeden Grundbereich und ist trivial, weil jeder Null- 
teiler eines Faktors auch Nullteiler des Produktes wire. 


Es sei nun &U= A, <x... >< W, eine Darstellung der Primgruppe % 
durch endlich viele unzerlegbare Primgruppen W,,...,U, (vgl. Satz 3 


, k \ 
und Z., Satz 33). Wir bezeichnen ein System von endlich vielen Er- 
zeugenden r;,...,7,"" von W, kurz mit r,, analog mit z,,..., 72, soiche 


Systeme fiir U,,..., W,. $B, (z,) sei das Primideal aller Relationen der rz, , 
«, eine Nullstelle von $,. Analoge Bedeutung mégen §,(z,),..., 8, (2,) 
und «,,...,@, haben. Jede Restklasse r von & ist dann in der Gestalt 


(2) r= F(r,,.--,%) 


darstellbar. 
Die Haupteigenschaft des algebraisch abgeschlossenen Grundbereichs, 


*) Ohne die Voraussetzung der algebraischen Abgeschlossenheit von P ist dieser 
Satz falsch. Z. B. ist die Restgruppe % von (z*—2) im Rationalitatsbereich (1) eine 
Primgruppe, dagegen (x*—2, y* —2) wegen x*—y*= 0 nicht. In der Tat ist weder 
z+y noch z—y = 0. 
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. die wir im folgenden benutzen, ist nun die, daB stets gewisse GréBen des 
Bereiches existieren, die allen Relationen geniigen, die zwischen irgend- 
welchen vorgegebenen Elementen der Restgruppe bestehen. So betrachten 
wir z. B. die Elemente z,,...,%, und deren Relationen, die in dem Ideal 
(®,,..., B,) zusammengefaBt sind; alle diese Relationen gelten auch 
fiir eine beliebige Nullstelle (a,,...,«,) von ($,,...,B,). Die Grépe 
F (r,, @, -.-, &) nennen wir alsdann die zu (@,,...,a,) gehdrende 
W,-Komponente der Gréfe (2). Sie hangt nicht von dem Polynom F, 
sondern nur von der Restklasse y und der Nullstelle (a,,...,@,) ab. 
Analog definieren wir die &%,-Komponente, ..., die %,-Komponente, die 
neben x noch von der Wahl der Nullstelle (a,,a,,...,a@,),-.-,(@,,---,@_}) 
abhangt. Diese Definitionen behalten auch dann ihre Giiltigkeit, wenn 
eins der auftretenden Ideale $8 das Nullideal des betreffenden Variablen- 
bereiches ist. 

Sind jetzt yn = G(z,,...,%,),---54 = A(u,, ---, 2) mgendwelche an- 
deren GréBen von AU, also G(rx,,a@4,.--,&,),.--, H(X,, Gy, ---,@,) ihre 
U,-Komponenten in bezug auf («,,..., @,), 80 ist die U,-Komponente von 
K(x,,...,%) im bezug auf dieselbe Nullstelle die GroBe 


K ( PS, pgs - + =» Sndy FE» Bay 00-9 Syd << op UE g Mins ~~ +) Md) 


von Y,. Analoges gilt beziiglich der anderen Komponenten. 
Wir nennen eine GréBe von W skalar, wenn sie die Restklasse einer 
GréBe des Grundbereichs ist. 


Satz 4. Hat eine Grofe x von U in bezug auf jede Nullstelle («,,...,«,) 
von ($,,-.., B,) skalare U,-Komponenten, so ist sie zu U,<...« YA, 
gehérig, und umgekehrt. Ist insbesondere jede U,- Komponente einer GroBe 


=0, so ist die GroéBe selbst = 0. 
Wir stellen r = F(r,,..., £,) = 5’ Ci(x,.,.--, 2,):us durch eine Basis 


u, (Ug = 1) von MW, dar, deren Koeffizienten C, Polynome in fy, . 
sind. Es ist dann nach Voraussetzung F(r,,,,..., @ 


-+9 Ey 
,) Stets skalar, also 
CO, (a@,,...,@,) stets = 0, wenn u, ein Potenzprodukt der r,, das von 1 
verschieden ist, bedeutet, also fiir 24> 0. Nach A. ist dann wegen der 


Primeigenschaft von W, ><... >< UW, auch C;(zr,,...,2,)=0 fir 1>0; 
daher ist 
aces Co (Le, sera Ey)» 
also die Behauptung bewiesen. — Ist speziell auch C,(«,,..., @,) stets 
0, so folgt aus demselben Grunde auch C,(r,,...,2,) = 0, d. h. 
r=0. 


Hiermit ist der Satz gezeigt, da die Umkehrung der ersten Behauptung 
trivial ist. 
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Mehrfache Anwendung des Satzes 4 ergibt: 


Satz 5. Hat eine GréBe xr von U in bezug auf alle Nulistellen 
(a@,,..-,@) skalare U,-, U,-, ..., U,-Komponenten, so ist sie selbst skalar. 

Es seien jetzt die Gruppen W,,..., M%, unzerlegbar und auBerdem 
eine zweite Zerlegung YU — B, ><... >< GB, in unzerlegbare Faktoren %,,..., 8, 
gegeben. Wir bezeichnen ein System von Erzeugenden der Gruppe 8; mit 
y,, das zugehdrige Primideal mit ©, und eine beliebige seiner Nullstellen 
mit £;. Die Ubergangssubstitutionen seien gegeben durch 


Ei = 94 (Yrs +++» Hy) vega: 
Oj = fy (Ea> -++> Ee) he 
die Anzahl der GréBen rz, sei m,,..., der GréBen x, sei m,. Analoge 
Bedeutung haben n,,...,,. In diesen Bezeichnungen gilt folgender Satz: 
Satz 6. Hs gibt zu jedem U, (i= 1,...,&) und zu jeder Nulistelle 
(@,,---,@) von (B,,...,B,) etm B;, so da die B;-Komponenten der 
GroBen von U, in bezug auf die Nullstelle(f,(«,, ...,&,), veer fa (ys oor Gy) 
fj (ys +9 Gy), ~ +05 f(y, ..., @,)) von (O,,..-,0;_,, Oj 44,--+, O;) nicht 
sdmtlich skalar sind, ja daB sogar die U;-Komponenten dieser 8;-Kom- 
ponenten in bezug auf die Nullstelle (a,,..., 0; 4, %43,--++,@%) vom 
(B,,---, B_,, Bea,.---> B,) ebenfalls nicht sdmtlich skalar sind. 
Fiir den Beweis geniigt die Annahme ¢ = 1. Setzen wir /;(«,,...,@,)=8; 
(j=1,...,0), so sind die fraglichen $;-Komponenten erzeugt durch die 
GréBen 


(3) ee ee Se ees” (A=1,..., m,) 
von %;. Die U,-Komponenten dieser GréBen (3) in bezug auf (a,, ..., «,) 
sind alsdann die GréBen 

(4) is <n Pecae eli Mes +2 A Bice «+ A) (A=1,...,™,). 
Wir haben nur zu zeigen, daB diese GréBen von UW, nicht bei jeder Wahl 


von j skalar sein kénnen. Vermége der obigen Substitution sind die Rest- 
klassen (4) in der Form 


/ 


OMe git) See 7 a a a. or.) ae 
: (A==1,...,,) 

darstellbar, und kénnen z. B. durch die Polynome 
>) FP (6,5 Oey = «05 Gy) OE (fy Ogs -+- 2g) - 009 LylBy vgs +009 Gq)o oor fy ly» --+r%)) 
(A=1,...,m,) 


erzeugt werden. Wenn die Restklassen (4) simtlich skalar waren, so wire 


A=1,...,™m 
Fj (2,30, .+. »a,) =e" (« a9 009g) t PAG (45 Oy » «+5 ) ae “t) 
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wobei cf” eine GréBe des Bereiches und P?=0(8,) ware. Es wire dann 
oF” ap? by M=1,...,™ 

) = 1 , ’ l 


ax”) = a0 
1 


Durch Summation iiber j wiirde dann 
: or” ap” 


a5 =) = a” 


(6) 
=1 


- 
mit P;” = » Py} entstehen. 
j=1 


Andererseits gehen wir aus von der Relation 
t= 9: (fi>-+ +> hy) 


oder ausfiihrlicher geschrieben 


2° = ” ay Fee (B,,..., B,) 
&,)) (B,), 


Hieraus folgt 
a” g (f, (2, @ gx es «,), ee 9 ACA eee 
a 4 + (A=1,...,m,) 


oder 
Js (fy (Sq o Mgr eso rhy)y sony Syl Bq Sys - ++, by)) = By 
mit P” %,). Daraus folgt durch Differentiation: 


U ») 

~y yea of,” 
@- “ 

cs pen a= F; oz 

’ ae” , kurz z,=«,, so findet man 


a 
Setzt man hierin alle z\” — 





i t+. @ (o) Pp” 
0 af;? aP. 
o.ie _ (0.4% as 
\f=1 e=1 of; Ox, / ®% =a, oz, / hae, 
Andererseits ist wegen (5) 
ar = hag af;® 
ss. Ae er | ee ene ee a, ) . 
ox S m 57 1\™"1 ‘ gx~wrae? . gyuar°ees ): az) 


Hieraus folgt durch Summation iiber j 








(326) -(ssee 
\j=1 é : >a, 7=1 e=1 ox," | 
und dies gibt vermége (6) und (7) 
ap oP” 
e (8) (3 Keng (unt 5 =a, ried peti. 
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Nun ist die Mannigfaltigkeit von 8, gréBer als 0, weil sonst §, = 
ware und kein eigentlicher Faktor 2%, vorliegen wiirde. Aus (8) folgt aber 
durch Determinantenbildung 


| oPy | ep ap 
1 = Diu & (nm) rv) } >. Us) 
cr 
yr y 1 =, 
Nach Sg. Satz II ist nun die Determinante rechter Hand =- 0. und 


damit ist ein Widerspruch gefunden. Dieser Widerspruch lést sich nur, 
wenn wir annehmen, daB die Restklassen (4) nicht simtlich skalar sind. 

Endlich bediirfen wir zur Formulierung unserer Eindeutigkeitssitze 
noch des Begriffes der ,Homéomorphie“ zweier Restgruppen. 


Definition. Zwei Restgruppen A und B heifen homdomorph, 
wenn jede zu einer Untergruppe der andern isomorph ist. 

Die Beziehung der Homéomorphie ist wechselseitig und durchlaufend, 
d. h. ist & zu B homéomorph, so ist auch 8 zu YW homéomorph, und ist 
MW zu B und 8 m C€ homdomorph, so auch UW zu ©. Ferner sind 
zwei zueinander :somorphe Restgruppen natiirlich auch homéomorph. 

Sind & und $ homéomorph und ist eine der beiden Restgruppen 
endlich, so ist auch die andere endlich und beide Gruppen sind isomorph. 
Hieraus folgt, daB es (endliche) Gruppen gibt, die nicht zueinander homéo- 
morph sind. Es gibt aber auch unendliche Gruppen, sogar Primgruppen 
derselben Mannigfaltigkeit, die nicht homéomorph sind; z. B. die Rest- 
gruppe von It(z,, z,) = 2,2, — 1 und die von einer Variablen ohne Rela- 
tionen erzeugte Gruppe; denn die erste enthalt nichtskalare ,,Einheiten“, 
d. h. Teiler der Restklasse 1, z. B. x,, wahrend in der zweiten nur skalare 
Einheiten existieren. 


Wir kommen nunmehr zur Formulierung von Eindeutigkeitssatzen. 


Satz 7. Essa A—A, «UA, x...«x HA, —B, =< Bx... <x B, und 
U,,..., B, seten seniianiieaiiie Primgruppen der Mannigfaltigkeit 1. Dann 
ist k=l und bei passender Bezeichnung U, homdomorph §%,, ..., U, 


homéomorph %, . 

Die Anzahlgleichheit k = / folgt ohne weiteres aus Z, Satz 26, wo- 
nach sich die Mannigfaltigkeiten der Faktoren bei der Produktbildung 
einfach addieren. Zum Beweise der zweiten Behauptung gehen wir aus 
von den Bezeichnungen des Satzes 6 und betrachten irgendeine Nullstelle 
(@,,..-,@) von($,,..., B,). Es gibt dann nach Satz 6 eine Gruppe %,, 
so da8 die 8,-Komponenten von U, sowie deren U,-Komponenten nicht 
simtlich skalar sind. Wir andern die Bezeichnung so ab, daB j = 1 wird. 
Dann sind die %,-Komponenten von W, in bezug auf die Nullstelle 
Be = fy (@,,-.-,@,),---5 By =f, (a,,-.-,@,) vom (O,,...,0,) nicht simt- 
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lich skalar und erzeugen eine Untergruppe 8; von %, von der Mannig- 
faltigkeit 1. Letzteres folgt daraus, daB in $, eine nichtskalare GroBe 
y= 1(,) existiert, und da8 deren simtliche Potenzen linear unabhangig 
sind. Bestinde namlich eine Relation 


R(y)- @ + 4,9-+... +a,y*=0, 


so sei dies eine Relation niedrigsten Grades fiir y; dann ist R(r(f,)) = 0, 
also nach Umordnung der linken Seite nach Potenzen von y — r(f, ) 


R(y) = b, (y — r(B,)) +... + ba(y — 7 (B,)* = 0. 


Ist nun x der kleinste Index, fiir den 6, + 0 ist, so muB wegen der Prim- 
eigenschaft von $, entweder (y — r(f,))=0 sein oder 


b, +... +b: (9 — r(B,))'""* =0. 


Beides ist aber unméglich. Also hat 8" die Mannigfaltigkeit > 1, daher 
als Untergruppe von %, die Mannigfaltigkeit 1. Wir behaupten nun weiter- 
hin, daS %, zu B; isomorph ist. 

Offenbar sind g,(y,, 8,,..-, 8,) ein System von Erzeugenden von B°; 
ist nun P, = 0($,), also P,(z,)=0, so ist auch P,(g, (9,, By,.--,8,))=0. 
Ist umgekehrt fiir irgendein Polynom P, der Ausdruck P, (9, (,, 8,,--.. B))=0, 
und ist P,(r,) + 0, so ist (f%,, P,) ein echter Teiler von f,, also von der 
Mannigfaltigkeit 0. A fortiori miiBte dann die Gruppe 8; endlich sein, 
was nach den obigen Uberlegungen nicht der Fall ist. Demnach folgt 
aus P,(g,(),, B,,---» B,)) = 0 auch P,(x,)= 0, also die Isomorphie von 
UY, und BY. 

Umgekehrt sind nun auch die %,-Komponenten von %, nicht simt- 
lich skalar, da dies ja sogar fiir 8; gilt. Demnach ist %, einer Unter- 
gruppe U” von Y, isomorph, was man ebenso zeigt, wie die Isomorphie 
von U, und $,. Folglich sind &, und $, homéomorph; analog beweist 
man die Homéomorphie der iibrigen Faktoren U, und B,,..., UW, und $,. 

Satz 8. Unter den Vorausseizungen von Satz 7 sei weiter angenommen, 
dap keine zwei der Gruppen U zueinander homéomorph seien. Dann ist 
UY, tsomorph B,,..., U, isomorph B,. 

Zunachst ist nach Satz 7 U, homdomorph %,, A, homdomorph %,. 
Weil nun &%, und Y, nicht homéomorph sind, so kénnen auch W, und 8, 
nicht homéomorph sein, da ja die Beziehung der Homéomorphie durch- 
laufend ist. Demnach kénnen &, und %, nicht in der Beziehung des 
Satzes 6 zueinander stehen, aus der ja die Homéomorphie ebenso wie 
oben folgen wiirde, sondern es miissen entweder die $,-Komponenten von 
WY, in bezug auf alle Nullstellen von (Q,,..., 0,) samtlich skalar sein, 
oder, wenn dies fiir eine bestimmte Nullstelle nicht zutrifft, so miissen 
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die &,-Komponenten der §,-Komponenten von Y%,, welch letztere dann 
also eine Untergruppe 8, * von %, bilden, in bezug auf alle Nullstellen 
von ($,, B,,.--, B,) samtlich skalar sein. In der Tat kénnte man die 
Homéomorphie von &%, und %, nach der SchluBweise von Satz 7 schon 
dann folgern, wenn es irgendeine Nullstelle von (,,...,0,) und irgend- 
eine Nullstelle von ($,, f,,..-, B,) gabe, in bezug auf die die §, -Kom- 
ponenten von %, und deren &,-Komponenten nicht simtlich skalar waren. 

In dem ersteren der beiden méglichen Fille ist nun nach Satz 4 die 
Gruppe U, eine Untergruppe von $, x... >< %,; im zweiten Falle ist aus 
demselben Grunde $°" eine Untergruppe von WU, < WU, <...><U,. Nun 
ist jede GréBe von %, darstellbar durch die 8,-Komponenten von 
W,, U,,-..., UM, in bezug auf irgendeine Nullstelle (f,,..., 8,); denn sie 
ist darstellbar durch die GréBen dieser Gruppen selbst. Im ersten Falle 
ist daher §, darstellbar durch die 8,-Komponenten von U,, U,, ..., U,, 
im zweiten durch die 8,-Komponenten von W,, U,,..., U, und durch die 
GréBen von %;"  Letztere gehéren aber zu WU, < WU, x... U,. Also 
ist in jedem Falle %, darstellbar durch die %,-Komponenten von 
UW, <x WU, ><...>< ,; die B,-Komponenten von W, spielen fiir die Dar- 
stellung von %, keine Rolle. Genau dasselbe schlieBen wir nun aber mit 
demselben Rechte beziiglich der 8,-Komponentea von Y,,..., U, und 
finden schlieBlich auf diese Weise, daf B, darstellbar ist durch die 8, - 
Komponenten von U, allein, deren Gruppe im Beweis des Satzes 7 mit 
B. bezeichnet wurde. Damit ist aber %, = B, sowie die Isomorphie von 
W, und %, bewiesen, weil Y, mit $8," isomorph war. Genau ebenso findet 


man &, isomorph %,,..., U, isomorph %,. 
Der Beweis zeigt zugleich, daB auch falls einige der MU, sagen wir 
W,, .--, U, untereinander homéomorph sind, jedenfalls die 8, - Komponenten 


von U.,,--., U&, bei der Darstellung von %, keine Rolle spielen. Gleiches 
gilt beziiglich der Darstellung von %,,...,%,. In der Darstellung von 
8, ><...><B, durch die §, <...><%,-Komponenten von Y,, ..., UW, 
sind dann die Komponenten von U%,,,,..., U, entbehrlich, demnach ist 
die Gruppe der 8, x... >< %,-Komponenten von UW, <...>< UW, schon 
selbst mit %, ><...>< B, identisch, also speziell sicher von der Mannig- 
faltigkeit r. Hieraus folgert man nun aber genau wie im Beweise von 
Satz 7, daB UW x<...< UW, uu B, <...><B, isomorph ist. In der Tat 
sind nach Satz 3 beide Gruppen Primgruppen, und zwischen den Erzeugenden 


91 (Bi ++ +2 Der Betas e+-> Buds -+ +> Dp (Dar +> Der Betas +++» By) 
von $, <...>< B, gelten alle Relationen, die fiir r,,...,z, gelten. Ist 


umgekehrt P=0 eine Relation zwischen den ersteren GréSen und 
P(r,,---5T,) 0, so muB (,,..., B,, P) als echter Teiler eines Prim- 
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ideals der Mannigfaltigkeit r von niedrigerer Mannigfaltigkeit sein, was 
aber auch fiir 8, <...>< B, eine niedrigere Mannigfaltigkeit zur Folge 
hatte. Da dies nicht zutrifft, so mu8 P(r,,...,r,)=0 sein, und damit 
ist die fragliche Isomorphie bewiesen. Durch Fortsetzung dieser SchluB- 
weise zeigt sich, daB folgender Satz gilt: 

Satz 9. Faft man in jeder von zwei Zerlegungen einer Primgruppe U 
tin unzerlegbare Faktoren der Mannigfaltigkeit 1 alle die unzerlegbaren 
Faktoren zusammen, die zueinander homéomorph sind, so entstehen zwei 
Darstellungen: 

W=_ GC «x...x€ =—D, x...«M,. 
In dieser ist s =t und bei passender Bezeichnung 


©, itsomorph D,,..., ©, tsomorph D,. 


Breslau, den 25. Mai 1923. 


(Eingegangen am 25. 6. 1923.) 








Ein Kriteriam fiir Irreduzibilitit ganzer Funktionen 
in einem beliebigen algebraischen Kérper. 


Von 


M. Sopmann in Charkow (Ukraine). 


Wir benutzen die Idee von Furtwingler*) zum Beweise der folgenden 
Verallgemeinerung des Ejisensteinschen Satzes, die in einem beliebigen 
Zahlkérper gilt: 

Satz. Es sei ein Polynom 


- f(z) = 2* + d(a,2°-'+a,27°-?*+...+4,) 


gegeben; 5,a,,a,,...,@, seten ganze Zahlen eines algebraischen Zahl- 
kérpers R und 5 prim zu a,, d.h. 


(9°) (6,a,)=1. 
Wenn f(x) in R einen Teiler vom Grade r hat, so besteht die Gleichung: 
(*** ) (é")= Ye 
wo | ein Ideal aus R bedeutet. 
Beweis. Es mégen E,, §4,.--,§, die Wurzeln von f(x) bezeichnen. 
Aus der Gleichung f(£;)= 0 folgt nach (*) 
EP = b ( a, éf" 240 &,. 
oder 
l g? Sk, 
wo k, eine ganze algebraische Zahl ist, da ¢, eine solche ist. Ferner be- 
kommen wir aus der Gleichung 
€,-§-... °&, = toda, 
nach (1) 
6" k, ky: .-. b= + 6a. 
oder 
(2) b,-k,-...-k, = tap. 


‘) Math. Annalen 85 (1921), 8. 34. 
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Es sei jetzt p(x) = 2’ + b, 2’-1+ b,z*-* +... +, der Teiler von 
f(x); b,,6,,...,6, sind ganze Zahlen aus R. £,,6,,...,&, seien die 
Wurzeln von ¢(z). 


Aus der Gleichung 


&,-&:... & = +5, 
bekommen wir nach (1) 
(3) a°'K= + by, 
wo K= k,-k,-...-k, eine ganze algebraische Zahl ist, die nach (3) offen- 


bar in R liegt. Da nach (2) K ein Teiler von a, ist, so folgt aus (**), 
daB 6° prim zu K ist, und die Richtigkeit der Behauptung (***) folgt 
unmittelbar aus (3) durch die Zerlegung der linken Seite in Primidealfaktoren. 

Folgerung 1. Das Polynom f(z) ist irreduzibel in R, wenn (6) 
keine Idealpotenz darstellt, deren Exponent ein Teiler von r ist. 

Folgerung 2. Ist m eine Primzahl, so ist f(x) in R irreduzibel, 
wenn (4) keine n-te Idealpotenz darstellt. 

Bemerkung 1. Falls a,—1 ist, bedeutet j in (***) ein Haupt- 
ideal. Das folgt aus (3), da K, als ein Teiler von ay, eine Einheit ist. 


Bemerkung 2. Die Voraussetzung des Satzes kann folgendermafen 
verallgemeinert werden: 


Satz. Es sei ein Polynom 
f(x) = 2* + a,27°"'+...+4,_,2+4,46 


gegeben; a,,4,,...,@,,8 seien ganze Zahlen eines algebraischen Zahl- 
korpers R und (a,,5)=1. Ferner sei 


af =0 (8°) (¢=1,2,...,n—1). 
Wenn f(x) in R einen Teiler vom Grade r hat, so besteht die Gleichung 
(8°) =j"*, 


wo j ein Ideal aus R bedeutet. 


Zum Beweise setzen wir é; = V8-n; (& sind die Wurzeln von f(z)). 
 geniigt der Gleichung: 





a, — Riek 
go + sat’ +... + oe +4, = DO, 
a Va"-! 


deren Koeffizienten nach der Voraussetzung ganze algebraische Zahlen 
sind. Daher sind auch y, und k, = 4? aus der Gleichung (1) ganze alge- 
braische Zahlen, und der Beweis endigt sich wie vorher. 


(Eingegangen am 8. 8. 1923.) 





Uber ein Biorthogonalsystem von Polynomen zweier 
Verinderlichen’). 
Von 


Lothar Koschmieder in Breslau. 
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Einleitung. 


Eine groBe Anzahl der formalen Beziehungen, die die Legendreschen 


Polynome 
Pts) = So 


\~ = ) 
” 2°! da™ 


p=p(z)=1—2° 


darbieten, finden sich, sinngem&8 iibertragen, auch bei den allgemeineren 
Polynomen von Gegenbauer 


. oo) — (—1)" P(ae+1)P(2a+n4+1),_, d* pot 
(1) P, (5 @) = "Fea PQetl)Matntl)? gan? 
wo die reelle Konstante « > — und im iibrigen beliebig ist. Anderer- 
seits zeigten Hermite*) und Didon*), da8 die Polynome 


(—1)*t* gmtn m+n 


P 


U...(2, 9) = —*.- 
mn\Fr¥ min! da2™ dy" 


ante p=p(z,y)=1—2°—y? 
die Eigenschaften besitzen, die man von solcher Verallgemeinerung der 
Legendreschen Polynome auf den Fall zweier Verinderlichen erwartet. 
Daher liegt es nahe, auch die den Gegenbauerschen Polynomen entsprechen- 
den Polynome m+ n-ten Grades in zwei Veranderlichen 
am+n atmtn 
P. P,y¥;a)=—c =<: abet 
mn (= y ) an P az™ dy" 


_ (-1)"** (a+1)r(2a+m+n+1) , 


bo 


mn 2™t8 min! P(2a+1)P(a+m+n4+1)’ 


mit denen sich fiir ganzzahlige « und in den Fallen «a = + } schon Didon®) 
beschaftigt hat, fiir beliebige « > —} in der von Hermite und Didon an- 
gegebenen Richtung zu untersuchen*). Dies geschieht im folgenden. 


*) Ch. Hermite, CZuvres 2 (1908), S. 309, 313, 319. 

*) F. Didon, Ann. Ec. Norm. (1) 5 (1868), S. 229-810; (1) 6 (1869), S. 7-26; 
(1) 7 (1870), S. 247—268. Vgl. den Artikel Généralisations diverses des fonctions 
sphériques von P. Appell und A. Lambert in Encycl. des sc. math. T. II, vol. 5, fasc. 2, 
namentlich S. 247 ff. 

*) Der Grund fiir diese Art der Normierung wird in § 3 ersichtlich. 

5) Ann. Ec, Norm. (1) 5, 8. 272-274; S. 274—301. 

*) Erst nach Fertigstellung dieser Arbeit wurde mir bekannt, daB Untersuchungen 

von A. Angelesco iiber die Polynome (2), (3) vorliegen: 

I. C. R. Acad. sc. Paris 158 (1914), S.1770—74. Vgl. **). 

II. Die Hauptabhandlung Sur les polynomes généralisant les polynomes de 
Legendre et d’Hermite, Thése de la Faculté des Sciences de Paris 1916, war 
mir nicht zuginglich; ich konnte nur die Inhaltsangabe in Bull. sc. math. 
(2) 40 (1916), S. 257-261 einsehen. 
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§ 1. 
Das Biorthogonalsystem der Polynome P,,,,., Qmn- 
Berechnung eines bestimmten Integrals. 
Das Gebiet der im folgenden vorkommenden Doppelintegrationen ist, 


wenn nichts anderes bemerkt wird, die Flache des Einheitskreises. 
Setzt man (vgl. *), I) 


(3) Q = (1 —2az — 2by+a*+b*) “= Ya"b"Q 

mn 
so bilden die Polynome P,,,, mit den so erzeugten Polynomen Q,, (2, y; «) 
ein Biorthogonalsystem in dem Sinne, daf das Integral 


(4) SS p* Pun Quedxdy = 0 
tat, sofern nur (m — p)* + (n—v)*>0. 
Was die Systeme der P,, und Q,,, allein betrifft, so ist 
SS p* Pun Purdzdy = 0, 
SS p*QmnQuedxdy = 0, 
wenn m+n+u-+ » ist’) 
Zum Nachweise der Beziehung (4) geniigt es, die Formel 


“ aI'(2a+1t+1) m,n 
1 ff Pani? b’ Q,,dxdy min! (a+l+1)r(2e4 i* b 





herzuleiten, wo fortan zur Abkiirzung 
m+n=l 


gesetzt ist. Wendet man die fiir eine willkiirliche Funktion F(z, y) 
mittels fortgesetzter oe Integration erweisbare Formel 


Ce atae a'r 
(7) }|* —E ~ dedy = (—1)'f foe. a _adxdy 
. dz™ ay” z™ dy” 


auf die linke Seite Sfp*P... Qdxdy von (6) (vgl.(3)) an und setzt 
F = 2, so erhailt man nach (2) 


* T(2a+1+1) p“*'dady 
P. Qdzdy = ff dx , 
fe — mint I'(2a+1) J (1 2az—2by + a+ b*)etets 
Das rechtsstehende Integral C, das ich a. a. O. "), I nicht ausgerechnet 
fand, fiihren wir mittels der orthogonalen Substitution 


oz=ai+bn, ey=bi—an, e=Va*+d’ 


*) Wir benutzen spiter (§ 2) nur die erste dicser Formeln, deren Beweis sofort 


aus (7) folgt. 
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iiber in 
2 2 +yi-a 
(1-"-g)"* dé dn _ IF iad f a\e+l ak hl 
7 Jy’ (1-20 +e%)*t**# ee ‘ame (t=s") (1-;%) dy 
—yi-a 


fe at)*t!+t ge fe +1 

= 1 — 2*)°"' dz; 
on tn 8\atl+i ( ° 

(1 er = 


beim Ubergang zur letzten Eorm ist y=V1—2*z, dy=V1—2'*dz 
gesetzt. So ist das Doppelintegral C auf das Produkt A-B zweier einfacher 
Integrale zuriickgefiihrt, dessen zweiter Faktor vermége der Eigenschaften 
der Gammafunktion den Wert hat 

+1 

Sa a+ a P(a+t+1), 

(8) B={ (1-2) dz=Va Matt} 

-1 
das als erster Faktor A aufiretende Integral aber laBi sich auf Grund 
seiner Beziehungen zur Theorie der Gegenbauerschen Polynome berechnen*). 


Mit Hilfe der fiir irgendeine Funktion f(z) geltenden Formel 
+1 ; se 
at+i+4 eta a ee ‘f d »* d 
J» dz' ee "J f dz' e 


die in den Bezeichnungen der Einleitung der Identitét (7) im Falle einer 
Verinderlichen entspricht, = sich naémlich 





1 I'(@+1) “ intia 


+1 
ty geet be liate ptt P(z:a+4) de » 


~ gt yx P(atl+1)P(2a+l+2) (1—2e2+0%)**? ) 

1 
mit Riicksicht auf den aus (1) zu entnehmenden Ausdruck des /-ten zum 
Parameterwerte a -+-} gehdrigen Gegenbauerschen Polynoms. Nun ist 


(1—2ert oy" *= SetP,(aie+}) 


die Erzeugende dieser Polynome, folglich hat das letzte Integral den Wert 
+1 


0,* +1 s 
JprttP, SetP.dz—e'J p**? P(x; a +3) dz 


*) Zum entsprechenden Zusammenhang bei den Kugelfunktionen vgl. Didon, 
Ann. Ec. Norm. (1) 5, 8. 262—263. 


*) Ich schreibe kurz I°(z)*=(I"(z))* usw 
Mathematische Annalen. 91. 5 
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wegen der Orthogonalitét der Gegenbauerschen Polynome*’). Da in 
deren Theorie als Wert des rechts auftretenden ,,Normierungsintegrales“ 
al’ (2e+1+2)/i12°***(a@+1+1)I(a@+1)* gefunden wird"), erhdlt 
man das wegen der Willkiirlichkeit von « fiir sich beachtenswerte be- 
stimmte Integral 


+1 
a—{ (1—22)*t'* 8 de P(a+l+#) 
ae 


(9 — = Vz... 
(1 —2e2r+ 0%) ' P(a+t+2) 


a+i+1 


Die Einsetzung der Ergebnisse (8) und (9) in C=AB liefert die Be- 
hauptung (6). 
Aus (4) und (6) folgt 


(10) Jp" Pan Qnndedy = 


und (4) und (10) geben zur Entwicklung einer willkiirlichen Funktion 
etwa nach den Q,,,, AnlaB in der Form 


al (2a+1+1) 


mi ni(a+l+1)I(2a+1)’ 


0. @ 
F(x, y)= p> 
(11) 1+1)7 a 1 
mini(e+l+1)r(2e+1) rr . _ : 
Ag aes THT iE FP, dxdy; 
nach (2) und (7) laBt A, sich schreiben 
+l+1)I(«e@+1) a'Fe 
(11a) A ‘<> : ff a+t. dxdy. 
; _ 2 alla +1 +1) P dz™ dy* y 


§ 2. 
Herstellung der Q,,,, aus den P,,,. 
Die ersten P,,, sind nach (2) 
P,y=1, P,=(2e+1)2, 
eat? 


Py = —g— (2+ 3)2*+y?—1], Py =(2e+1)(2e+2)zy, 


Py = | (2a+1)(2e+ 3) [(2a+5)2*+32y*— 82], 


P,, = 5 (2@+1)(2e+38)[(2e+3)a*y+y*—y], 
Pia (2> y) , Pio (M> x); 


%) Vgl. z. B. des Verf. Habilitationsschrift: Untersuchungen iiber Jacobische 
Polynome, Breslau 1919, 8.1. 
™) Ebenda S. 13(1). Zwischen unserem P; und dem dort benutzten 7’, besteht der 


1 2'T(a@+l+1) («; 4 
Zusammenhang P,(2;0+5 = —TeF1) T; wats : 
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die ersten Q,,, wie man durch wirkliche Entwicklung des Ausdrucks Q 
nach (3) erhalt, 


Qo=1, o=2(e+1)2,4 
Qo =(@+1)(2(@+2)e*—-1), Qy,=—4(e+1)(@+2)zy, 
Qso = = (@+1)(a+2)[2(a-+38)2* — 82], 
Q., = 2(@+1)(@+2)[(2(a+3)x*y—y], 
Qum( Xs ¥) = Qun(Y> 2). 


In Q,,,, ist, wie (3) zeigt, zy" bis auf einen konstanten Faktor das 
einzige Glied vom Grade 1. 


Didon**) hat ein Verfahren angegeben, die Hermiteschen Polynome 
Vien = Qnn(%, y; 0) aus den ihnen zugeordneten U,,,,=P,,,(z,y;0) m 
gewinnen; man kann, wie wir jetzt zeigen werden, auf dem gleichen Wege 
die allgemeineren Polynome Q,,,,(z, y; «) aus den P(x, y; a) berechnen. 


Auf der rechten Seite jeder der 7-4-1 Gleichungen, die die 1+ 1 
GréBen P,,.(x, y;@) als Polynome in x und y darstellen, unterdriicken 
wir alle Glieder von niedrigerem als /-tem Gesamtgrade in x und y und 
bezeichnen die so aus den P, entstehenden GréBen mit p,,,,. Durch 
Auflésung des so erklarten Gleichungssystems nach den / +- 1 GréBen z* y'-*, 
k=0,1,2,...,2 erhalt man fiir jede von ihnen eine lineare Verbindung 
der ,,,., 


a y'* = 910 Pio + 9-1,1 Pr-aa Fe F 991 Po,1- 


Es wird behauptet, daB die rechte Seite bis auf einen konstanten Faktor 
das Polynom Q, ,-, liefert, wenn man die p,,, wieder durch die P,,,, 
ersetzt. 

Zum Beweise zeigen wir, daB die Entwicklung des fraglichen Aus- 
drucks nach den Q,,, 

» San Pan = Aur Ques 
m+n=1 

auf ein einziges Glied A, ,_,Q,,-, zusammenschrumpft. Der nach (11) 
gebildete Koeffizient A,, ‘verschwindet namlich auf Grund von (5), wenn 
die GréBe «+ »—=A von I verschieden ist. Im Falle 4/1 benutzen wir 
(lla): da 26, p,,,, und daher auch 24,,,P,,,, als einziges Glied /-ten 
Grades den Ausdruck z* y'-* enthalt, ist die in (11a) unter dem Integral- 
zeichen auftretende Teilableitung nur dann von Null verschieden, wenn 


**) Ann. Ec. Norm. (1) 5, S. 238-235. Vgl. auch die Bemerkung iiber ent- 
sprechende Entwicklungen im Falle « =—} ebenda 8S. 291. 


5* 
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u=k, »=Il—k ist; sie hat dann den Wert k!(l1—&)!. Also ist in 
der Tat 

a a n= Ayr Qari 


ate= I 


durch Ausrechnung des ee (11a) in Polarkoordinaten r, 6 
findet man 
Aaa caplet DTD foal jetty 
, aI (a+t+1) 
an BU — ET (e+) 
~ 2 (e@+t41) * 
Beispiel: Aus den eingangs angegebenen Ausdriicken P,,,, | = 3 findet 
man z. B. 
ve 8 Te 
v= 2(e+1)(a+8)(2a+1) "8 — F(a+1)(a+3)(2at1)(2a+8) 2” 
und wirklich gilt 
3 3 


2(a@+1)(a+8)(2a+1) Pao — 2(«+1)(e+8)(2e+ i) @ays) 3 
a aes ee) 
= 2° — oe 8) * = BT (e+ 4) 200" 
§ 3. 


Die Erzeugende der Polynome P,,.. 


Um auch fiir die P,, eine Erzeugende anzugeben, gehen wir von der 
Erzeugenden der Gegenbauerschen Polynome einer Veranderlichen**) 


(1 —2w2+ w*)-@tP — 3 w! P(e; «) 


aus. Setzt man in ihr, um statt eines Parameters z deren zwei &, 9 ein- 


zufiihren, 
g dé = 
= — dz = ——., w= V1 —*? 
vi—-9” vi—1 . , 


und schreibt rechts fiir P, seinen Ausdruck (1), so ergibt sich 


i a+] 
(12) (1 2e8 + 0%(1— 9°) “*+? = Se op (8a) * Seen 
%) Ich benutze dabei einen Gedanken, der in einer Arbeit von G. A. Orlov 
(Nouv. Ann. Math. (2) 20 (1881), S. 481—489) fiber ein Orthogonalsystem von Poly- 
nomen zweier Verinderlichen vorkommt. Die mir nachtraglich bekannt gewordene 
Herleitung der Erzeugungsformel von Angelesco (a. a. 0.°), I) beruht auf einem 
andern Grundgedanken und ist wohl weniger unmittelbar als die meinige, die ferner 
in § 4 in einfacher Weise eine Beziehung der P,,, (x, y; «) zu den Gegenbauerrchen 
Polynomen P, einer Veranderlichen liefert. 
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Bis hierher folgen wir Orlov**); jetzt setzen wir 


E=axcosy+ysiny, = —xsiny+ ycosy, 
ocossy=—a, osiny=—b, 
d a — a u i. 
dg = 875+ nr 6a > mini? sin y ba” oy" 


mt+a=l 
und erhalten aus (12), wenn 


(1 — @&)*+ 99(1 — €*— n*)=(1 —az — by)’ +(a*+ 6°) (1 — 2*— y*) 


2 


— Wr tari 
gesetzt wird, i 
- al a+t 
y Md val es , -a @ p(z, y) 
26 Cun P(X, ¥) ae” ay" 


Dies ist nach (2) die gesuchte Erzeugungsformel der P 


Y —((1—azx— by)*+(a°+*)(1 — 2?— y*)]-*"# 

(13) = d’a"b" P,,, (x, y; &). 
mn 

Eine so einfache Formel kommt nur zustande, wenn wir gema8 der eben 
durchgefiihrten Rechnung dem konstanten Faktor des Polynoms P,,,, den 
Wert (2) erteilen*); setzt man nach Didon"*) c,,=(—1)'~*/2'm!n! und 
benutzt nach seinem Vorschlage zur Bestimmung der Erzeugenden die 
Formel von Lagrange, so ergibt sich fiir diese der weitliufige Ausdruck 


1 2° 





Vii—ae—by)'+(a"40")p [1+Va"+0'—(be—ay)” — Vil—as—by) 410d) 
>< =~ ~~ +--+ _ tre ——_—__———. , 
[1—~Va*+b* —(bz—ay)*—Vi1 —az—by)*+(a°+b")p] 
§ 4. 
Zusammenhang der P,,, (2, y; a) mit den Gegenbauerschen 
Polynomen einer Verinderlichen. 
Aus der Zusammenfassung der Formeln des § 3 


0, @ 


' —(a+4 i 
(1—2wz2+22)-*+) — Sw’ P 


0,2 
(a sa) = Sia” b" Pag (2, 95 @) 
i ~-<S mn 


0,@ 0,2 

~y ° bad : 
= o™** cos y™ sin y* P= Zz T > cos y™sin y® P., ., 
m,n i (1— 99 5 Oren! 


4) Ann. Ec. Norm. 5, S. 272. 
‘’) Zu derselben Erscheinung einer einfachen und einer verwickelten Erzeugenden 
der Gegenbuerschen Polynome vgl. Orlov *), S. 485. 
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folgt namlich durch Vergleichung der Koeffizienten von w! 


t 
2\3 § 
(1 — n*)*P,(- a=) 


rci~ 


P ___-# cosy + y siny 


=[1—(zxsiny — ycosy)*] ; 


5 ot 
LV1—(asin y — y cos y) J 
= » cosy™siny* P(x, y; «) 

minal 


oder in Polarkoordinaten 


z=rcos#, a=gcosy, &=rcos(d—y), 


s 


y=rsinO, b=gsiny, »==rsin(@—y,) 


i 
‘ ) fr (@a—y 7 
[1 —r*sin(@ — y)*]* P,| “0-2 _.g 
(14) LV 1—r*sin (e—,)* J 
S cosy™siny* P(x, y; «). 
min=t 


Dies ist die schon erwaihnte™) Beziehung zwischen den Polynomen 
(1) und (2), die sich aus unserer Herleitung der Erzeugungsformel in 
§ 3 zwanglos ergibt. 

Den entsprechenden Zusammenhang zwischen den Hermiteschen und 
den Legendreschen Polynomen hat auf anderem Wege Appell**) hergeleitet; 
wir iibertragen jetzt seine weiteren daran ankniipfenden Entwicklungen 
fiir «= 0 auf den Fall eines beliebigen «. 

Wie die U,,,,, 80 lassen sich auch die Polynome P.,,, gleichen Gesamt- 
grades | aus einem von thnen gewinnen. 


Ersetzt man namlich in der aus (14) fiir y = 0 hervorgehenden Formel 


t i 
(1 —r* sin 0°) P,( ; bs ; «) =(1— y*)* P,(. a «) P,(2,y; &) 
V 1—r* sine* yi-y¥ 


a,y durch xcosy+ysiny, —zsiny+yecosy, d.h. 6 durch §—y, 
so folgt 


(15) P,.(xcosy + ysiny, —zsiny-+ ycosy;a)= S'cosy™siny* P,, (x, y; «). 
m+n=l 

Schreibt man also die linke Seite als ein homogenes Polynom in cosy 

und siny vom Grade |, so ist P,,, der Faktor von cos y™sin y*. 


Was die Polynome Q,.(z, y;«) betrifit, so erhalt man aus der 
Formel (3) in der Form 


0,@ 
[1 —2ercos(0— y)+02]"* '= So! SY cosy™siny*Q, (x, y; «) 
‘ min=l 


**) Annaes da academia polytecnica do Porto 5 (1910), S. 65—68. 
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und der Erzeugungsformel der Gegenbauerschen Polynome mit dem Para- 
meter «-+-} 


0,2 “ 
[1 — 2orcos(0— y)+92]~*"’ = Y o' P, | rcos(0 — yet 
; 


durch Vergleich der Koeffizienten gleich hoher Potenzen von o die der 
Beziehung (14) entsprechende 
(16) P,|rcos(@—y);ae+ . = > 008 y™sin y*Q,, (2, y; @). 
ij m+n=l 
Ferner gilt die der Gleichung (15) entsprechende und wie diese zu be- 
weisende Formel 
(17) Q,,(wcosy+ysiny, —xsiny+ycosy;a)= SS cosy™siny"Q,, (2, ¥; 
m+n=l 
die alle Polynome Q,,, gleichen Grades / aus einem von ihnen zu finden 
gestattet. 


§ 5. 
Uber die Form der Polynome P,,,, und eine Eigenschaft der Kurve 
Pun = 9. 

Die folgenden Ergebnisse, die denen von Hermite fiir die Polynome 
U,,,,2") entsprechen, kommen zustande, indem man in (13) die Gesamtheit 
der in a und b homogenen Glieder /-ter Ordnung beiderseits gleichsetzt. 

Um diese links zu erhalten, bringt man die Erzeugende (13) durch 


die Substitution (1 — az —by)~*=u in die Form 


Y= utett(1 —(a° + b°)(x* + y* — 1)u*)-*4 


0,@ 
_I(e+l) yp 1 IF(2a+2h), 3 , 338 ° 2 _ 1)\4o,2a42h+1 
“Tee + 1) <4 g#h-1 jy T'(a+h) \@ +6 ) (x +Y# 1) u . 


Da sich die Potenzen von u ieicht durch Potenzreihen in z= az -+- by 
ausdriicken, 


0,@ 
ureters — (1 — 2)~Petet SIT(Qet2h+k+1) 


TP (2a+2h+1) ki 


> 


ist 
0.2 2 P 0,@ 
(a@+1) yr(a’+b*)*(2t*+y*—1)* Frr(2e+2h+k+1), 
Y=—_; —- — » + 2%. 
P(2a+1) < 2°° hi T(a+kh+1) t ki 


Die eingangs erwahnte Gleichsetzung liefert also 
a'P, > +a'-1bP,_,,+...+ab'"P,,_,+0'P, 


1 0,1 








(a*+ b*)*¥ (ax+ bey”. 





0,4 
we nt (2*+y*—1)* 
I'(2a+1) . 274 hi(l—2h)! F(a +h+1) 


”) A. a. O. *), 8. 332-334. 
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wo i=s bzw. se zu setzen ist, je nachdem ob / gerade oder un- 
gerade ist. 

Hieraus folgt erstens, daB auBerhalb des Einheitskreises (p < 0) saimt- 
liche Polynome P,,, ..., P,, bei positiven Werten der Koordinaten positiv 
sind; zweitens, daB, je nachdem ob 

m=0, n=0; m=1, n=0; m=0, n=1; m=1, n=1 
(mod. 2) ist, das Polynom P.,,, die Form 

®,,(z*,y*); 2®,(z*,y*); y®,,(z*,y*); xry®,,(x*, y*) 
hat, wo ®,, ..., ®,, Polynome sind. 

Denn z. B. im ersten Falle sind ja bei der Bildung von P,,,, jedem 
Faktor (az + by)'~** nur Produkte zweier gerader Potenzen von a und b 
und daher auch von x und y zu entnehmen. 

Auf Grund dieser Form der P,,, aber erginzt sich die Bemerkung 
iiber ihr Vorzeichen dahin, daB P,, bis auf Faktoren 2, y auBerhalb des 
Einheitskreises stets positiv ist: Die Kurve P,,,. (x, y;«)=0 verlduft, von 
einem Faktor x =0 oder y= 0 abgesehen, ganz im Innern des Hinheits- 
kreises. 

§ 6. 
2x 
Das Integral 5 P2y,2¢49 als Jacobisches Polynom"*). 
uv 


In P,,,,(@,y;@) werde x=rcos#, y=rsin® gesetzt und das Integral 
{P..a0 gebildet. Wie sich aus der in § 5 angegebenen Form der Poly- 
nome P.,.,, sofort ergibt, verschwindet dieses Integral, wofern auch nur 
eine der Zahlen m,n ungerade ist. Von dem Integrale JP, aa zeigen 


wir jetzt, daB es ein Jacobisches Polynom**) p+ q=k-ten Grades in 
r*? = ist, daB namlich die Gleichung besteht 





3x 
\ —a a* a+k 
(18) J PaasgdO = Tal) a(t + 8) 7,4 L8*(1 — 8) 1; 
Erie. ‘ af? 
(184) a 28 (=I) Pat) P(e + 2k) 


pa pl q! 9®#=14) P(e +k) P(2a+1) 
Die den Entwicklungen des § 6 entsprechenden fiir a=0, die eine 
Beziehung zwischen den Integralen der Hermiteschen Polynome und den 
Legendreschen Polynomen liefern, riihren von Appell**) her. 


44) Eine Verwechslung der in § 6 als Zeiger benutzten Buchstaben p, gq mit den 
sonst verwendeten Funktionszeichen p,q kommt nicht in Frage. 

18) Jacobi, Journal f. d. reine u. angew. Math. 56 (1859), S. 149—165. 
*) Annaes da academia polytecnica do Porto 5 (1910), S. 209-213. 
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Da ein Polynom k-ten Grades 7,,(s), das zu jedem Polynom g(s) 
von héchstens k —1-tem Grade orthogonal ist im Sinne der Gleichung 


1 
ferX(1 —s)’"*T.(8)g(s)ds=0, 


ein Jacobisches ist*°), nimlich bis auf einen konstanten Faktor C, von 
der Form 

l—sz 1-y a*® 

J,(8; u,v) = 8 “(1—s8) ~"— 


—_—" (1 ="s "eels 


, 


so werden wir zum Beweise der Gleichung (18) IZ, ,(8) = c,, J,(8;1,@ +1) 
zu zeigen haben, daB 


1 
(19) J(1—s)*IT,,(8)s*ds = 
VU 


ist fiir alle ganzzahligen h< k. Nun gilt auf Grund von (7) fiir jedes 
Polynom G(x, y) von niedrigerem als /-tem Gesamtgrade 


Sf—«*—y*)*P,,,@(z, y)dxdy=0, 
im besonderen also 


Sf —2*— y")*P,, (22+ y?)*dedy=0, wenn 2h <1; 
fiihrt man Polarkoordinaten r,@ ein und setzt m=2p, n=2q, r?=s, 
so erkennt man (19) und daher auch (18) in der Tat als giiltig. 
Zur Bestimmung des konstanten Faktors c,, in (18a) fiihren wir 
erstens simtliche Polynome J/,,(s) auf eines von ihnen JI,,(s) zuriick. 
Hierzu integrieren wir die Gleichung (13) in der Gestalt 


0, © 
(13a) {[1— ercos(6 — y)]*+ e2(1— r?)}-*-t = Yo R,, 
1 


wo S| cosy™siny* P= R, gesetzt ist, nach 9 in den Grenzen 0 und 22. 
m+n=l1 


Da das Integral links nach einem bekannten Satze**) von y unabhangig 


2x 
ist, gilt dasselbe von den GréBen f R,d0. Hierdurch bestitigt sich die 
0 


mn 


Bemerkung am Anfang von § 6, daf fe d@ verschwindet, sobald eine 
0 
der Zahlen m und n ungerade ist. Fir m=2p, n=2q dagegen ist 


J R,d0 dann und nur dann von y unabhangig, wenn 
0 


2x 
(20) >» cos y?? sin yt {P,, .,d0 = (cos y* + sin y* )* IT,9(8), 
ptq=k . 


2) ©. Possé, Sur quelques applications des fractions continues algébriques, 
St. Pétersbourg 1886, S. 51. Ich setze dort 1+2z=2s. 
*1) Vgl. z. B. E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen 1 (1878), S. 26. 
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also 

. k! 
(21) Tg (8) = Sy at Hao (8) 
ist. 


Um zweitens c,, zu berechnen, setzen wir nach der angegebenen 
Integration der Gleichung (13a) y= 0, wobei sich mit Riicksicht auf 


das Verschwinden der Integrale f{ P,, 41,949 ergibt 


2x 2 





0,2 + 
dé \ 
- —_————— 2k > 
ge sth ee Py, 948. 
0 ce — er COs 6) +e*(1 -7")) : E * 
Fiir r= 0 folgt 
0.2 
99 2x Ty’ os “" 
(38) ee a FG ame); 
(1 — o*) ° k 


k ; (—1* P(e@+2k+1) 
da nun in J,(s;1,@+1) die Potenz s* den Faktor er eT ae 
hat*°) und das Jacobische Polynom k-ten Grades, bei dem der Koeffi- 
zient dieser Potenz die Einheit ist, an dem unteren Ende des Grundgebietes 
den Wert (—1)*2*k! I'(e+k+1)/T(e«+2k-+1) besitzt™), so ist 

J,(0;1,¢@+1)=—&!. 
Durch die binomische Entwicklung der linken Seite von (22) erhalt man 
also nach (18) 


1,2 0, 2 

ir "6 ok 
Vox po. y°I(e+1)l (2a + 2k) abies Yc, kt ot: 
SOFT RT (atk) (2a+1)- > ‘ 


die Vergleichung der beiderseitigen Koeffizienten von o** liefert 
(-—1 FE (ae+1 ) (2a + 2k) 
2°81 k1? P(a+k)I(2a+1)’ 
und hieraus folgt (18a) mit Hilfe von (21). 
Im Hinblick auf (20) kommt durch Integration der Formel (14) 


nach @ zwischen 0 und 22 die merkwiirdige Integralformel fiir die 
Gegenbauerschen Polynome 


on & 
C.9= 22 


ftr—esin(o— 7)*}*P,,| A LLd Sot =; «| d0 = ¢,.d,(8; 1,@+1) 
4 V1l—s sin (@-—y)” _ 


-—a a* 4 at+k 
=¢,,(1— 8) 3,ble*(1 — 8) ] 


zustande, die fiir «=—0, d.h. im Falle der Kugelfunktionen von Appell 
a. a. O. ™) angegeben ist. 


@) Aa. 0. ™), S. 58. 
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§ 7. 
Bemerkung iiber die Konvergenz der Reihe 2 A,,,, Qmn- 


Die mit Hilfe der Integralgleichungen zu fiihrende Untersuchung der 
Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion F(z, y) etwa nach den Q,, 
gemaB (11) behalte ich spaterer Gelegenheit vor; doch will ich hier nicht 
unerwahnt lassen, daB sich, wie im Falle «= 0**), auch im Falle eines 
beliebigen @ die Glieder der Reihe (11a) bei passenden Voraussetzungen 
iiber die Funktion F leicht als absolut kleiner nachweisen lassen als die 
mit einem positiven Festwert K multiplizierten absoluten Betrige der 
Glieder der besonderen Entwicklung (3) (a = b = 3) 


1 \ Je. 
(1—z—y+3) = 5 sei Gaal 950) 


Ist nimlich w,,,, die obere Grenze des absoluten Betrages der Teil- 


le 
ableitung am im Ejinheitskreise, so findet man nach (11a) 
zx 


c cy 
“ + Tr Pr +1 a 
“2 Ce. 1+1) P(e ) (2, y) \"dedy 
‘am 2°xI *(e+1+1) 
oder durch Ausrechnung (§ 2) des Doppelintegrals 
“etl 
[An $6. -_'* 
™e 2°r'(«+t+1) 


Wenn also fiir alle Zeiger 


< xi (a+l+)) 


@ 





un = (e+) ’ 


so folgt die oben ausgesprochene Behauptung. 


§ 8. 


Ein System linearer partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
fiir die Funktionen ,,,,, .**) 


Fiir die Funktionen 


al_ atl 
Bt stohoer 


éz™ dy 


Ban(2s y; «) = p* Foak z, y; «) = 


*9) A. a. O. *), 8S. 330—331. 

*4) Die Herleitung der den §§ 8—10 entsprechenden Ergebnisse fiir die Hermite- 
Schen Polynome Uy,,, Vinx bei Didon, Ann. Ec. Norm. (1) 5, S. 235-244; 6, S. 7—20. 

*5) Der konstante Faktor in P,,, [vgl. (2)] kann hier in Ansehung des Ergeb- 
nisses. (28) gleich 1 gesetzt werden. 
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leitet man auf folgende Weise ein System zweier linearer partieller Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung her. Der Ausdruck 
ma 0'(2%@— 2% y*)*t! 
T(x, y, 2) = (2* — z* — y®) ga" ay* 


ist ein homogenes Polynom /-ten Grades in x, y, z; daher ist 
or, oF, of . 
og +95, +25, = !T- 
Rechnet man ar wirklich aus und setzt dann z=1, so ergibt sich, wenn 
man statt P_. kurz P schreibt, 
t_a+i-1 
+ y= IP —2ap-* P= — 2(a+1) p-«?” 


az™ dy* 


CF ' 


die Einfiihrung von § an Stelle von P liefert 


aR ay ; / a gett1 
i Fe a i —— as 
(4) 2B ty E—2(e +) B= — 20+), 
und durch Differentiation nach zx findet man 
a*g éZ a*g gitt gati-1 
i i Pk \ J ee 
(25) tos (2e+1 155+ 9 isay - 2(a+1) pati gy® 
Nun ist, wenn man 
a 
; S 
26 Ha, 5 og 
(26) p ie” ay" ¥ 
setzt, 
oS... — Bat a+t-1 
= 2(a+l)rpst-', 
1+2 a2 al+1 a+i—1 al ,at+i—1 
S a-gZ . a ae , , 0 
37) ———— = = — 8(ac+1) 2 P — 2(ae-+-1)(m-+-1) >... 
( ) a tS auf ax” — s ) d2™t* ay* - } ) ax™ ay” 


Setzt man fiir die Teilableitungen rechts die linken Seiten von (24) 
und (25) ein, und fiihrt man eine der vorstehenden Herleitung ent- 
sprechende in der Verinderlichen y durch, so erhalt man das gesuchte 


System 
; 9\ 3° we , a AaB 
(1 —2)7% — ry oF +(2e+n —2)2°8 —(m+1)y ay 
(28) +(m-+1)(2e+1)8=0, 
“i ~2 ~2 
' . iooait ih r ——— ae 
(1 — 9°) — 89 Seay + (2e+m—2) yo —(n tie 


+(n+1)(2¢+1)B8=0. 
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Ich unterlasse es, das weniger einfache System anzuschreiben, dem 
die Polynome P selbst geniigen; man findet es leicht aus (28) und (23). 
Durch Addition der beiden Gleichungen (28) entsteht die symmetrische 


(3.= 21)<% as gry oF +(1 — 9") Fa t+ (20 ~ 8)2°% + (2a — 3)y5 
+(1+2)(2a+1) 8=0. 
§ 9. 


Volistindige Integration des in § 8 hergeleiteten Systems. 


Einer Bemerkung von Didon anlaBlich der Differentialgleichungen der 
Hermiteschen Polynome**) entnimmt man, daB die allgemeine Lésung des 
Systems (28) vier willkiirliche Konstanten enthali. Wir stellen jetzt diese 
allgemeine Lésung mit Hilfe von Quadraturen her. 

Nun folgen die Gleichungen (28), wie leicht nachzurechnen, aus denen 
des Systems 





\a°S as a6 16 
om (1 — 8) 5 — 2Y jegy + 2(@ +1 —1) 25> —¥ G+ 2(a +l) G—0 
22S o*S aS aS 
(1— 9") Fs — 29 gagy + 2(@+l—1) 9G — 255 + 2(a+)S=—0 
durch die Operation 
(30 S. oe 
wii dz™dy* 


(die Einfiihrung der Funktion © wird durch (26) nahegelegt]; wegen (30) 
geniigt es, die allgemeine Lésung des Systems (29) zu ermitteln, was jetzt 
geschieht. 

Die linken Seiten der Gleichungen (29) sind Teilableitungen nach z 
und y, so daB eine Integration nach diesen Verinderlichen ergibt 


(1— 2°) 2S — zy + 2(a+1)26—9(y), 
(31) 
2\9S aS 
(1—y*) 55 — ay 3 + 2(e+1) 9S =y(2), 


wo die Funktionen y(y), y(z) naéher zu bestimmen sind. Durch Elimi- 


: o 7] - 
nation von a6 bzw. a6 erhalt man 
oy Oz 


(1—2*— y*)2S 4.2 (a +2) 26 =(1—y") p(y) +29 v(2), 
(32) 


(1—2* — y*) 5 + 2(a +1) yS =(1— 2°) y(2) + 2y p(y). 


©) Ann. Ro, Norm. (1) 5, S. 238—239. 
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Differentiation der Gleichung (32,) nach y bzw. (32,) nach x und Sub- 
traktion liefert 


ac aS aS 
(38) a(@+t+1) (255-955) 


= (1—y*) o’(y) —3y p(y) —(L— 2*) p'(z) + 32y(z), 
wahrend aus denselben beiden reagan durch Elimination von © folgt 
’ aS f 
(34) 2 — y= 2y(2)— ye(y); 
die Einfiihrung von (34) in (33) ergibt 
(22+ 21—1)zryp(x)+(1— x*) yp’ (x) =(2ae+ 21—1) y p(y) +(1—y*) p(y). 
Beide Seiten dieser Gleichung miissen einer und derselben Konstanten A 


gleich sein; diese Tatsache liefert fiir y(x) bzw. p(y) je eine gewdhnliche 
Differentialgleichung erster Ordnung, in deren beiden Lésungen 
2 
, 
v(z)—p(ay[B+4]— 2), 
L g p(ty*t'tt 
(35) p(z)=1— 2? 


v(y) =p(y)tt3 [o+ af ] 


a 


zwei neve willkiirliche Festwerte B, C auftreten. Die Ausdriicke (35) setzen 
wir in die Gleichungen (36) ein, die wir aus (32) durch die Substitution 


S — p's 
erhalten, 
F ka, 2 l 
petits — =(1—y*) p(y) +2yy(z), 
(36) ; 
: st " ) 
pati+t he (1— 2*) p(x) + zy—(y)- 


Durch Integration der ersten dieser Gleichungen nach z folgt, wenn 
wir mit z(y) eine noch naher zu bestimmende Funktion von y bezeichnen, 


P /.,\@ a ad 
(37) T=z(y)+p(y) wel arin | O tafe cary | 


zr 
el f ds 
B+A 1. 
vf p(t,y)*t'* : p(s)*t +4] 
Die Gleichsetzung des Ausdrucks (37) von T mit dem zweiten, den 


man durch Integration der Gleichung (36,) nach y findet und in dem 
zunachst eine unbekannte Funktion w(x) auftritt, liefert nach passen- 
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der Umstellung der Glieder und beiderseitiger Hinzufiigung der GréBe 


*y 


A{{ a Oe Beziehung 
0 


a+il+1 
: p (8, t) 


y 


: at+lt—j} 
(88) x(y)+ Bl y{ 2a — p(z)stt fat 


| : (t, y)otett p(t,2)*t*! 
z +1-4 t z y 
, tp(t)*** tat ds : dt dt 
Oe eee ee 
! B p(t,y)*t**? : p(s)*t't4 p(z) : p(t)*t tts p(t,2)*t'* 


d 7 
fae {— pera] = (2) + OLh+4lh 
0 0 ait 


wo die beiden eckigen Klammern rechts die GréBen sind, die aus den 
Faktoren von B und A links durch Vertauschung von z und y entstehen. 
Nun sind ebendiese Faktoren von x unabhingig, da ihre Differentiation 
nach z, wie man leicht bestatigt, den Wert Null ergibt; die linke Seite 
von (38) ist folglich eine Funktion nur von y, die rechte ebenso eine 
Funktion nur von x. Beide Seiten sind also einer und derselben vierten 
Konstanten D gleich. Nach (38) driicken sich jetzt die Funktionen w(z), 
z(y) mit Hilfe der Festwerte A, B, C, D durch bekannte Funktionen 
aus; die Einsetzung in (37) liefert die gesuchte allgemeine Lésung des 
Systems (29) 











=z 
f¢ (oz a+l ’ a dt 
(39) S(x,y)=p(z,y)** {D+ Ov(y) Wd Fr 


a+l+4 a+l+ = f 
+ Bp(zx) lat i t A [p(2) rau p(t, ae 


zy 
riot {ti fatto ff tien} 
cart, (t, roe J: p(s,t)et't! , 


Von (39) kehrt man iiber (30) und (23) zu den Polynomen P,,, 
zuriick, indem man A= B= C= 0 setzt. 
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§ 10. 


Ausdruck der Funktion Q,,, durch eine Teilableitung. Ein System 
linearer partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die Funk- 
tionen O,., und seine vollstindige Integration. 


Die GroBen Q,,,, lassen sich in ahnlicher Form darstellen, wie die P,, , 
sie in (2) darbieten. Um diesen Ausdruck (41) der Q,, durch eine Teil- 
ableitung zu gewinnen, setzen wir in (3) 


(40) emt, yet, gaa(in=1te ta”) 
et, eek. 
v@ vq 


Wenn wir die durch (40) transformierten Q,,(z,y) mit Qn»(é,7) 
bezeichnen, so geht (3) iiber in 


I 
(1+(é—x)*+(— ay? = Sx™l"¢q 2 an ee. 


Aus der Taylorschen Entwicklung der linken Seite schlieBt man 


: , —_1)™+*" a+ BT" 44 amtn,—a-1 
(41) Qin (E05 @) = Sa Pa 
Auch fiir die Funktionen 
(42) a Tce 

mn at™ an” 


kann man mit der in § 8 benutzten Methode ein System linearer partieller 
re zweiter Ordnung aufstellen; es lautet 





aD , : ao, , a0 
(i+e*) = + §n555, t+ (2a +1-+m+ 4)E5> +(m+1) 9 
m-+1)(2e+1+2)0H=0, 
(43) +(m+1) ( 
6 ae 2D , , .0D 
(149) So + en ZO + (Bet tt nt ayn + (n+ 1) 82 


+(n+1)(2e+1+2)0=0. 
Fiir die Polynome Q,,,(z,y) hat es nach (41) und (42) die Form 
"@ *@ 2Q a 
(1 — 2°) 54 — ay Z5y — (2a +n +8)2 38 + my 8 
+m(2e+1+2)Q=0, 
(1—y")5 9-2 zy 5-¢ — (2a+m-+3)y 22 + nz 
+n(2a+1+2)Q=0. 


*7) Dieser Substitution bedient sich Hermite zur Darstellung seiner Polynome V,., 
a. a. O. *), 8. 343. 
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Man kann, ausgehend von der Erzeugungsformel (3), zu(44) auch auf dem 
selben Wege gelangen wie Didon bei den Hermiteschen Polynomen V,,, . **) 
Das System (43) entsteht aus dem folgenden 


‘ ,, ou 
+ nF +2(at 28 +95 +2(a+1)U=0, 


; *u u au Se 
(1 +9") 5, Teg SE 4 9(e+2)n + ey a(eti)u=o 
durch den Ansatz 
au 
ae™ an* 





(46) = 


Nun fiihrt die Substitution =z, in = das System (45) in dasjenige 
iiber, welches aus (29) hervorgeht, wenn man dort ©; z, y; « durch 
ul;r,9; —a—Il—1 ersetzt. Diese Bemerkung ermdglicht nach § 9 fast 
ohne Rechnung die Angabe der allgemeinen Lésung U(é,) des Systems 
(45): Setzt man q(¢)=1+ tC". so ist auf Grund von (39) 





(47) U(é,n) =@(&,n)“ f+ tafe t,)*dt 
Q 


2 facet "de + 4] afc hae fat t,é)"dt 
q (€) 
a (4( barf (t,)* te fa (o,t)“dodt I}. 


q (7) $ 





Die GréBen (42) erhalt man aus (47) durch Anwendung von (46), indem 
man A= B=C=0 wihlt. 


8) Ann. Ec. Norm. (1) 5, S. 241—243. 





(Eingegangen am 7.4. 1923.) 
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Dritter Abschnitt. 
Das Elementkontinuum der Kugelgeometrie. 


Wir kehren nunmehr zum Gedankengang unseres ersten Abschnittes 
zuriick, um auf ahnliche Art, wie dort eine ,,Geometrie der Kreise“, nun- 
mehr eine ,,Geometrie der Kugeln“ zu entwickeln. 

Vorausschicken mu ich diesem Abschnitt eine Bemerkung iiber Di- 
mensionszahlungen. 

Es ist iiblich, und gewdhnlich auch sehr zweckmaBig, von den 
,,co* Punkten“ einer Geraden, den ,,co* Punkten“ einer Ebene usw. zu 
reden. Auch wird der Raum der elementaren projektiven Geometrie als 
ein R,, eine analytische oder auch algebraische Flache darin als eine 
Mannigfaltigkeit M,, ein Linienkomplex als eine Mannigfaltigkeit M, be- 
zeichnet, wobei der Index die Dimensionenzahl andeutet. 

Hiergegen ist nun nichts einzuwenden (oder doch nichts Stichhaltiges), 
solange man es nur mit Ortern reeller Punkte, reeller-Geraden usw. zu 
tun hat. Die analytische Behandlung (und Begriindung) der Geometrie 
nétigt aber zur Einfiihrung komplexer Elemente, und damit werden alle 
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Dimensionenzahlen verdoppe!t. Dieser Erweiterung des betrachteten Ge- 
bietes auch in der Bezeichnung Rechnung zu tragen, also z. B. von co® 
Punkten des Raumes der projektiven Geometrie zu reden, ist indessen 
nicht iiblich geworden. Daraus ergeben sich nun Diskrepanzen, die ganz 
unertriglich werden, sobald man Anla® hat, auch Mannigfaltigkeiten zu 
betrachten, die nicht durch analytische Gleichungen darstellbar sind. 
Dieser Anla8 aber ergibt sich sehr oft: Schon die reellen Punkte des ge- 
wohnlichen Raumes bilden ja eine solche Mannigfaltigkeit, die aus der 
seiner komplexen Punkte durch Gleichungen der Form 


Bq 2 Lyi X_i y= TZ: F,:F,: FZ, 


also durch nicht-analytische Gleichungen abgeschieden wird, und der nun 
folgerecht, aber doch ganz sinnloser Weise, die gebrochene ,,Dimen- 
sionenzahl“ 2 zugeschrieben werden miiBte. Anderungen des iiblichen Be- 
zeichnungssystems werden also unvermeidlich, wenn man sich nicht mit 
diesem Widersinn abfinden und auch nicht zu schleppenden Umschrei- 
bungen seine Zuflucht nehmen will. 


Eine gewisse Erleichterung bildet ein von C. Segre gemachter Vorschlag, 
den ich annehme. Danach wird das Substrat der gewéhnlichen projektiven 
Geometrie im komplexen Gebiet — in der Erweiterung des gewéhnlichen 
Raumes — als ein Raum (Kontinuum) von drei komplexen Dimensionen 
bezeichnet. Entsprechend sage ich auch, dieser Raum ,,enthalte co*-* Punkte“, 
von denen co® reell sind. Eimer analytischen Kurve schreibe ich dem- 
gemaB ,,co** Punkte“ zu (zu denen dann etwanige Grenzstellen nicht ge- 
héren, die Punktmengen der verschiedensten Art bilden, ja den ganzen 
Raum erfiillen kénnen), Hat die Kurve einen reellen Zug, so wird dieser 
von ,,co* Punkten“ gebildet. Sind k solche Ziige vorhanden, die nur durch 
Vermittelung des komplexen Gebietes analytisch miteinander zusammen- 
hangen (was nicht ausschlieBt, daB sie im Reellen Punkte miteinander 
gemein haben), so rede ich von ,,k-co*“ reellen Punkten; usw. 


Die Gruppe der komplexen Kollineationen und Korrelationen in dem 
sonst dreidimensional genannten Raume, also die Kollineations- und Kor- 
relationsgruppe in der analytischen Erweiterung des reellen projektiven 
Punktkontinuums, umfaBt danach 2-co* Transformationen, von denen 
4-co™ reell sind, usf. Folgerecht miiBte nun freilich auch eine analytische 
Flache als eine Ms.2, die Kollineationsgruppe als eine G2.,, bezeichnet 
werden. Um aber nicht gleich gar zu radikal vorzugehen, behalte ich in 
diesen Fallen die Bezeichnungen M,,G,, bei. Ich halte einen solchen 
Kompromi8 fiir nicht unbedenklich; doch wird er in der vorliegenden 
Arbeit keinen Schaden anrichten. 


6* 








84 E. Study. 


13. Orientierte Punkte und Ebenen. 
Wenden wir eine Schwenkung (§ 3, 8. 67) von der Periode vier, 


Fe sre srg = 121g: V—197,:V—1 8, 


auf einen orientierten ebenen Schnitt der Flache z,7, —2z,x,=0 an, 
namlich auf den Verein 


bb sty sty dy Hg ti bay Hg bi ty, + gt 2 Tey + eg ts 


{bys bog — bag bay = Tha Top — Tae Fer} 
so erhalten wir eine Schar von Elementen, deren je zwei sich in anti- 
zyklischer Lage befinden; aus den Tangenten des ebenen Schnittes (im 
Grenzfall aus den Geraden eines Tangentenbiischels) 
Xu= 4h+nts, Xu =U, Xos = af 


(1) 7 L 
X.4=—lb+17,7,, X,=—', X.=-—', 


gehen andere Tangenten der absoluten Flache hervor, 
° * 3 >* Q 

(2) X= Ll —t1%., X=, Xoe=— 1%, 
Xs=—-hh—-nr, A=h, X= . 


Q 


deren je zwei X*(s) und X*(#) eimander wiederum schneiden, die also Er- 
zeugende eines Tangentialkegels der Flaiche 2. Ordnung (oder, im Grenz- 
fall, wiederum die Tangenten jenes ebenen Biischels) sind. 

Wie man sieht, kann es auf zwei Arten geschehen, da8 orientierte 
Tangenten der absoluten Flache einander schneiden: Die zugehérigen orien- 
tierten Linienelemente kénnen sich in zyklischer oder antizyklischer Lage 
befinden. 


Wir gelangen so zu dem Lehrsatz 


XVI. Durch den OrientierungsprozeB wird die Bedingung der ver- 
einigten Lage zweier Tangenten der absoluten Flaiche in zwei analytisch- 
getrennte Bedingungen zerlegt. 

In der Tat erhalten wir, wenn X und X’ irgend zwei Tangenten der 
absoluten Flache bedeuten, und J, r,l’,r’ die zugehérigen Parameter und 
Bildpunkte bezeichnen, 





Xo x + Xoo Xs + Xos 5 os Xs Xo. . Xs, x i Xis Xs 
= {(11’) — (rr’)}-{(L') + (rr’)} 


Wir werden von zwei orientierten Tangenten der absoluten Flache 
nur dann sagen, daf sie einander schneiden, wenn der zweite Fak- 
tor des angefiihrien Produkts verschwindet, wenn also die zugehdrigen 
ortentierten Linienelemente antizyklische Lage haben. 


(2) 
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Wir erkennen dann unmittelbar: 

XVII. Im Bildraume werden zwei einander schneidenden aber ver- 
schiedenen orientierten Tangenten der absoluten Fliche Punkte &, & zu- 
geordnet, deren Verbindungslinie einem bestimmten linearen Linienkomplex 





(3) =o, + ., = 0 





angehort. 

Wir wollen diesen Komplex des Bildraumes nunmehr den zu unserer 
Abbildung gehérigen Hauwptkomplex nennen. 

Es ist derselbe Komplex, dem wir schon friiher begegnet sind (§ 2 
Nr. 9). Er enthalt, gleich dem zuvor untersuchten Komplex 


(4) 


=0 


23 , 


=o: abi 
der von nun an als Nebenkomplex bezeichnet werden soll, die absolute 
Kongruenz, und beide Komplexe liegen harmonisch zu den zwei singularen 
(,,ausgearteten“) Komplexen des Biischels, dessen Basis die absolute 
Kongruenz ist; jeder der beiden zueinander konjugierten Komplexe (3), (4) 
geht in den anderen iiber durch die beiden zyklischen Kollineationen von 
der Periode vier 

+, 
* 


~*. 
(oO So: 


vir 
wre 


eo » 


- 
3 


w¥r 
aad 
Sve 
‘vr 


2 V—16,:¥—16,, 


x 
die den zuvor ausgefiihrten Schwenkungen zugeordnet sind. Die involu- 
torischen Korrelationen, die zu den Komplexen (3) und (4) gehéren, er- 
geben zusammengesetzt die Spiegelung, die mit der absoluten Kongruenz 
verbunden ist; jeder der beiden Komplexe ist in bezug auf diese involu- 
torische Kollineation sein eigenes Spiegelbild. 

Betrachten wir nun ein Paar orientierter Tangenten X, X’ der abso- 
luten Flache, die einander in einem Punkte z schneiden! Zu diesem Paar 
gehort dann ein zweites — das entgegengesetzt-orientierte — und auch 
die Geraden dieses zweiten Paares schneiden einander im Punkte z. Also 
erhalt man den Punkt x zweimal, es mu8 méglich sein, das Kontinuum 
aller dieser Punkte mit zwei Bldttern zu iiberdecken, den ,,Schnittpunkt* 
der orientierten Tangenten (J:r), (l’:r’), vom ,,Schnittpunkt* der ent- 
gegengesetzt-orientierten Tangenten (1’: — r), (l’: — r’) zu unterscheiden; 
wobei dann solche Punkte z, die auf der absoluten Fliache liegen und 
Vereinen orientierter Elemente eindeutig entsprechen, als Verzweigungs- 
figuren dienen werden. (Vgl. § 1, 8. 48.) 

In der Tat liefert die Rechnung die folgenden Koordinaten des Schnitt- 
punktes von zwei durch ihre Parameter (/:r) und (l’:r’) gegebenen und in 
vereinigter Lage befindlichen orientierten Tangenten X, X’ der absoluten 
Flache: 
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, , , , 
%=lr,—rl, 2=kr,—1rl,, 


(6) 








, , , , 
z,=lLr,—r,l,, 2%=lr,—1,1,; 





die Verhialtnisse dieser GréBen fndern sich nicht, wenn man bei beiden 
Tangenten X, X’ die Orientierung wechselt. Dabei sind Faktoren unter- 
driickt, die nicht immer Null sein kénnen, was fernerhin von Bedeutung 


wird. (Lehrsatz XXI.) Aus (6) aber folgt 

L_g%, — LyX, = — (Il’)-(rr’), 
so daB man zufolge der Voraussetzung 
(7) (1l’)+(rr’) =0 


erkliren (und zwar ein fiir allemal erkliren) kann, daB 





(8) &, =Vi_%, — % 2, = (Il) = —(rr’) | 
sein soll. 

Hiermit haben wir die in Rede stehende doppelte Uberdeckung des 
projektiven Punktkontinuums {x}. Jedem Paar von orientierten Tangenten 
der absoluten Fliche, die einander schneiden, entspricht jedenfalls dann, 
wenn sie iiberhaupt einen bestimmten Schnittpunkt haben, en Wertsystem 





9) Zo: M3: Bei Byes %; 

dem Paar der entgegengesetzt-orientierten Tangenten (1:—r), (l’:— r’) 
entspricht das andere 

(10) — Bq — By 2 — Lei — By i Z- 


Die Operation aber, durch die wir von den Punktkoordinaten z,...z, 
zu dem Wertsystem (9) gelangt sind, ist vollkommen analog dem Orientie- 
rungsprozeB, den wir auf die Tangenten der absoluten Flache angewendet 
hatten. Wir reden daher nunmehr auch von einem orientierten Punkt, 
und verstehen darunter eben das Wertsystem (9), das aus dem Wert- 
system z,...2, durch Verfiigung iiber die WurzelgréBe (8) und Hinzu- 
fiigung dieser WurzelgréBe als einer fiinften, mit den vorigen durch die 
Gleichung 


(11) Lot, — %_7%,+23 = 0 


verbundenen Koordinate entstanden ist. Durch Umkehrung, also etwa 
durch einen Zeichenwechsel der Irrationalitét Vx,2,—2,)2,, lassen wir 
dann aus diesem Punkt den ebenfalls orientierten Punkt (10) entstehen, 
der mit dem Punkte (9) dann und nur dann zusammenfillt, wenn der 
Radikand jener WurzelgréBe gleich Null ist, wenn also beide Punkte auf 


der absoluten Fliche liegen. Und weiter betrachten wir nur den durch 
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(6) und (8) dargestellten orientierten Punkt z als ,,Schnittpunkt“ der 
orientierten Tangenten X, X’, den daraus durch Umkehrung entstandenen 
Punkt 2 aber als Schnittpunkt der umgekehrten Tangenten X, X’: Wir 
erhalten alle drei Figuren x, X, X’ durch einen gleichzeitigen Vorzeichen- 
wechsel der GréBen r,,7,,7{,7,. Wenn aber z und 2 verschieden sind 
und also der absoluten Flache nicht angehéren, so lassen wir z nicht auf 


X und X’ und z nicht auf X und X’ liegen. 

Wir sagen also, daB ein orientierter Punkt x und eine orientierte 
Tangente (l:r) der absoluten Fliche dann und nur dann ,,vereinigt 
liegen“ — oder daB die Tangente ,,durch den Punkt geht“ — oder daB der 
Punkt ,,auf der Tangente liegt“ —, wenn zwischen den Koordinaten beider 
Figuren die Gleichungen bestehen: 





* 2,1,+ 2,7, —2%7,= 0, 

(12) — xl, * —2%,f,+%r,=9, 
* — z,1,+ 2,1, * —2z,7,=0, 
%l, — xl, +27, * =0. 











Wenn also Gleichungen bestehen, die aus (12) durch einen Zeichen- 
wechsel von x, hervorgehen, so hei®t das, der orientierte Punkt z liegt 
vereinigt mit der orientierten Tangente der absoluten Fliche, die aus der 
gegebenen durch Umkehrung entsteht. 


Die Gesamtheit der orientierten Tangenten der absoluten Flache, deren 
Parameter /:r Gleichungen der Form (12) geniigen (wobei durch die Ko- 
effizienten die Relation (11) erfiillt ist) — die Gesamtheit der orientierten 
Tangenten also, die einen vorgeschriebenen orientierten Punkt enthalten, 
bildet ein einziges Kontinuum, und zwar ein bindres Gebiet, das projektiv 
bezogen ist auf die Punkte é einer Geraden = des Bildraumes, die dem 
absoluten Komplex angehdrt: 





5.= 2 5.= &£ Soo = 2 
p 01 4? 02 0 03 2? 
(13) . . . 
“93 = — %, “33 — — %, “39 = 7. 











In der Tat geht durch diese Substitution das Gleichungssystem (12) 
hervor aus den Bedingungen fiir die vereinigte Lage einer Geraden = und 
eines Punktes & des Bildraumes. 

Wir fassen das Wesentliche hiervon wie folgt zusammen: 

XVIII. Man kann das projektive Punktkontinuum mit zwei Blattern 
iiberdecken, die lings der absoluten Flache zusammenhdngen. In dem so 
entstandenen Kontinuum orientierter Punkte sind dann jeder Tangente 








88 E. Study. 


der absoluten Fliche, die nicht auf thr liegt, zwei analytisch-getrennte Orter 
(Punktkontinua) zugeordnet, und diese Zuordnung entspricht den beiden 
Orientierungen der Tangente. Jede Erzeugende der absoluten Flaiche aber 
ist ein einziger Ort orientierter Punkte. 


Im Bildraum entsprechen, ausnahmslos eindeutig-umkehrbar, den 
orientierten Tangenten die Punkte, und den orientierten Punkten die Geraden 
des Hauptkomplexes, und Figuren (Tangente-Punkt) in vereinigter Lage 
entsprechen Figuren (Punkt-Komplexgerade) in vereinigter Lage. 


Als Anwendung und zur Erlauterung dieses Satzes betrachten wir zu- 
nachst die Figur aller Tangenten der absoluten Flache, die eine bestimmte 
unter ihnen treffen. Ist die gegebene Tangente nicht Erzeugende der ab- 
soluten Flache, so bilden ihre Sekanten aus dem Tangentenkomplex eine 
(spezielle) irreduzibele Kongruenz 2. Ordnung und 2. Klasse. Diese ist 
Trdgerin eines terndren Gebietes; durch den OrientierungsprozeB gehen aus 
ihr zwei verschiedene Kongruenzen orientierter Tangenten hervor, deren 
jede zu Bildern die Punkte einer anderen Ebene des Bildraumes hat. 
Wenn aber die gegebene Tangente Erzeugende der absoluten Flache ist, 
so bilden ihre Sekanten aus dem Tangentenkomplex (bekanntlich) eine 
spezielle Kongruenz 1. Ordnung 1. Klasse, die (,,projektiv“) auf die Punkte 
eines irreduzibelen Kegels 2. Ordnung abgebildet werden kann und mithin 
nicht Trdgerin eines terndren Gebietes ist. Aber ein ternares Gebiet, das 
Grenzfall der zwei vorigen ist, entsteht nun aus dieser Kongruenz 1. Ordnung 
1. Klasse durch den Orientierungsproze8: Diese Kongruenz wird durch ihn 
nicht, wie die vorige, in zwei verschiedene irreduzibele Kongruenzen zerlegt, 
sondern sie bleibt irreduzibel, sie wird mit zwei (in Erzeugenden der ab- 
soluten Fliche) analytisch-zusammenhdngenden Blattern iiberdeckt — wo- 
durch eben das ternire Gebiet zustande kommt. Geht man also vom all- 
gemeinen Fall zum speziellen iiber, so wird aus der Kongruenz 2. Ordnung 
2. Klasse eine doppelt iiberdeckte Kongruenz 1. Ordnung 1. Klasse, und 
gleichzeitig vereinigen sich die zwei terniren Gebiete, deren jedes als Bild 
der Kongruenz 2. Ordnung 2. Klasse auftritt, zu einem einzigen, das nun 
aber nicht etwa Bild der Kongruenz 1. Ordnung 1. Klasse selbst, sondern 
Bild ihrer durch den OrientierungsprozeB hervorgerufenen doppelten Uber- 
deckung ist. 


Eine unmittelbare Folgerung aus dem Satze XVIII ist der Satz 


XIX. Im Kontinuum der ortentierten Punkte gibt es eine zehn- 
gliedrige analytische Gruppe vollkommen eindeutiger Transformationen, 
denen die (charakteristische) Higenschaft zukommt, die orientierten Tan- 
genten der absoluten Fliche untereininder zu vertauschen, und die Be- 
dingung des ,,Schneidens“ zweier solcher orientierter Tangenten nicht zu 
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stéren. Diese Gruppe hat zum Bilde die automorphen Kollineationen des 
Hauptkomplexes 
Jo, + = = 0. 

Es ist dies, in der Sprache der Nicht-Euklidischen Geometrie (des 
komplexen Gebietes), die Gruppe der konformen Transformationen in einem 
(je nach Umstinden) ,,spharischen“ oder ,,pseudosphirischen“ (oder endlich 
,,quasispharischen“) Raume — eben dem zu geeigneter absoluter Flache 
gehérigen Kontinuum orientierter Punkte. 

Wir wollen, ahnlich einer in § 2 eingefiihrten Bezeichnung, dieser Gruppe 
selbst das Zeichen G*, zuordnen und wollen ihr Bild I’, nennen. 

Dann haben wir den weiteren Satz: 


XX. Betrachtet man als Raumelemente die orientierten Tangenten 
der absoluten Flache, so gehen die Gruppen G,, und Gi, durch die 
Schwenkungen von der Periode vier ineinander iiber. 


Aus den Vereinen orientierter Elemente auf der absoluten Flache, die 
durch die Gruppe G,, untereinander vertauscht werden (§ 2, 8. 60), gehen 
hierbei andere Figuren hervor, die man, in einem anderen Sinne, ebenfalls 
als Vereine wird bezeichnen diirfen, und deren Inbegriff nun bei der Gruppe 
Gy in Ruhe bleibt. ,,Verein orientierter Tangenten der absoluten Flache“ 
heibt jetzt, kurz gesagt, eine analytische Mannigfaltigkeit solcher Tangenten, 
in der je zwei ,,konsekutive* einander schneiden, eine analytische Mannig- 
faltigkeit also, deren Parameter /,:1,:r,:r, nunmehr der Bedingung 





(14) l.dl, —1l,dl,+r,dr, —r,dr, = 0 





geniigen, die an Stelle der fiir Vereine von orientierten Elementen auf der 
absoluten Flaiche geltenden Gleichung 


ldl,—li,dl,—r,dr,+r,dr,=90 

tritt. Wir werden offenbar zweierlei ,,Vereine’ auf verschiedene Art 
,,orientierter‘‘ Tangenten der absoluten Flaiche zu unterscheiden haben: 
Die einen, von denen friiher die Rede war, entsprechen Vereinen orientierter 
Linienelemente auf der absoluten Flache; die anderen aber, mit denen wir 
es jetzt zu tun haben, gehen durch Schwenkung aus ihnen hervor; sie ent- 
sprechen, wenn man von Kegeln und ebenen Tangentenbiischeln absieht, 
Tangentenflachen unebener Kurven, die der absoluten Fliche umschrieben 
sind **), 

In ahnlicher Weise, wie zwei der Gleichung (7) geniigende, also 
,einander schneidende“ orientierte Tangenten eine Orientierung ihres Schnitt- 

*) In der Ausdrucksweise der Nicht-Euklidischen Geometrie: Tangentenflichen 
unebener isotroper Kurven (,,Minimalkurven‘ ). 
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punktes bestimmen, bestimmen sie auch eine ,,Orientierung“ ihrer Ver- 
bindungsebene, also eine orientierte Ebene. Wir iiberdecken nunmehr 
auch das Kontinuum aller Ebenen mit zwei Blattern, die wir in der (jetzt 
als Ort von Ebenen gefaBten) absoluten Fliche zusammenhingen lassen. 
Die Entscheidung iiber die Orientierung einer Ebene mit Koordinaten 
Uy: U,:U,:u, erfolgt durch Verfiigung iiber den Wurzelwert Vig U, — Up Us, 
den wir als eine fiinfte Koordinate u, den anderen hinzufiigen. Die Ko- 
ordinaten der orientierten Verbindungsebene, oder vielmehr ihre Verhilt- 
nisse, kénnen dann, wie folgt, bestimmt werden: 

















, , , , 
“ U= bret rely, “= Lryt+r,lh, 
(15) , , , , 
uu=—lLr,—r,l,, u=——lr,—1,l,, 
™ ~~ ee , ; 
(16) | 4, = Vtg my — ty ty = (10') —(rr). 





Zu diesen Formeln ist adhnliches zu sagen wie zu den Formeln (6) 
und (8), aus denen sie ohne weiteres abgeleitet werden kénnen. Indessen 


wird die Beziehung zwischen den homogenen GréBen u,...u, nicht nur 


4 
dann gestért, wenn man die orientierten Tangenten (J:r) und (l’:r’) dem 
UmkehrungsprozeB unterwirft, sondern auch schon dann, wenn man sie 
miteinander vertauscht: Wird die vereinigte Lage einer orientierten Ebene 
und einer orientierten Tangente der absoluten Flache erklart durch das 
folgende, aus (15) und (16) zu entnehmende und zu dem Gleichungs- 
system (12) analoge System bilinearer Gleichungen, 





* U,l,+ Ut, + Ur, = 9, 

(17 —u,l, * +4,r,+u,r,= 0, 
i) 

— uot, — ul, * +4u,r,=0, 

—u,l,—u,l, — ur, * =0, 











so hat man das Vorzeichen von uw, zu andern, um eine mit (U':r’) ,,ver- 
einigte“ orientierte Ebene zu erhalten. Die orientierte Ebene erweist sich 
damit als (gegeniiber [,,) invariant-verbunden mit dem zyklischen Verein 
auf der absoluten Flaiche, dem die orientierten Tangenten (/:r) und 
(l’: — r’) angehéren. 

Die Gesamtheit der orientierten Tangenten (/:r oder 1’: —r’) der 
absoluten Flaiche in gegebener orientierter Ebene « wird abgebildet auf 
die Punkte » einer Geraden H, die dem Komplex 5,,—=2,,=0 angehért: 





Hy = %, Hy, = — 4%, Hos = Us; 


(18) 


Hs, wechs Hs, = Uo, H,, = U,. 
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Wenn Punkt x und Ebene wu vereinigt liegen, so werden wir auch 
sagen, daB die zugehdrigen orientierten Punkte und Ebenen vereinigt liegen. 


D. h. wir definieren die vereinigte Lage eines orientierten Punktes und 
einer ortentterten Ebene durch das Verschwinden des Wertes 


(ux) =u r+ U2, + uz, + U2, 
(19) pe B01 Hes + Fog Hyy + Fos Hig 


. i Pe }— (=H). 
+ Fag Ho, + Sg, Hoy + Fg Ho. 


Punkt und Ebene in vereinigter Lage heiBen iiblicherweise ein Flachen- 
element. Wir werden also einen orientierten Punkt und eine orientierte 
Ebene in vereinigter Lage ein orientiertes Flachenelement nennen kénnen. 
(Von der Betrachtung und Benennung der minder interessanten Flachen- 
elemente, von denen nur der Punkt oder nur die Ebene orientiert ist, 
wollen wir absehen. ) 


Die hier benutzten Koordinaten sind noch dieselben wie in § 1, wo es sich 
darum handelte, mit méglichst wenig Formelapparat die Grundbegrifie einer Geometrie 
der Lieschen Kreistransformationen herzustellen. In der Regel wird man sich aber 
besser orthogonaler (oder quasi-orthogonaler) Koordinaten bedienen, die demnach 
auch mehr in Gebrauch sind. Sie haben den weiteren Vorteil, daB man mit ihrer 
Hilfe die Nicht-Euklidische und die Euklidische Geometrie eine Strecke weit zusammen 
behandeln kann. Doch darf man das nicht iiberschatzen. 


Zur Bildung eines sachgemaBen Begriffs ,orientierter Flichenelemente* ist im 
Euklidischen Raume eine Quadratwurzel nétig, statt der beiden des Textes. 


14. Die quadratische Mannigtaltigkeit Mj. 


In der vorausgehenden Darlegung ist implizite schon ein Lehrsatz 
enthalten, der seiner besonderen Bedeutung halber nun auch noch aus- 
driicklich formuliert werden soll: 


XXI. Wenn zwei orientierte Tangenten der absoluten Fliche einander 
in einem bestimmten Punkte schneiden, der dieser Flache nicht an- 
gehért, so bestimmen sie zwei verschiedene orientierte Flachenelemente. 
Die Trennung dieser Figuren entspricht den beiden Moglichkeiten der 
Anordnung der beiden Tangenten, und erfordert also, wenn diese samt thren 
Orientierungen gegeben sind, nur rationale Operationen. Im anderen Falle 
liefern sie im allgemeinen ein einziges orientiertes Flachenelement, dessen 
Punkt und Ebene der absoluten Flache angehéren und einander polar zu- 
geordnet sind. Liegen sie aber iibereinander, so wird der zugehdrige orien- 
tierte Punkt unbestimmt, wenn sie gleich-orientiert sind, und die zugehdérige 
orientierte Ebene, wenn sie entgegengesetzt-orientiert sind. Fiir die Er- 
zeugenden der absoluten Flache tritt beides zugleich ein. 
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Wir sind nunmehr da angelangt, wo es zweckmaBig wird, die bisher 
gebrauchten Bezeichnungen zu andern und auch den Ubergang zum Bild- 
raum anders auszufiihren als bisher. 

Wir hatten ja schon durch die Substitutionen 


&: €,:&,: & wh hi t,t: 
, 


Mo? My My 2 My = Oy: Uy tty 
Ubereinstimmung unserer Bezeichnung mit der sonst iiblichen Bezeichnungs- 
weise der projektiven Koordinaten erreicht. Nun bemerken wir noch, daB 
wir den im allgemeinen von é verschiedenen Bildpunkt » durch seine Null- 
ebene @ in bezug auf den Hauptkomplex (oder das zugehérige Nullsystem ) 
ersetzen kénnen. Beide bestimmen ja einander gegenseitig eindeutig. Wir 
machen also an Stelle der angefiihrten Substitutionen nunmehr die folgenden: 


2 
, 





€:S,28 2: wi,: Ltt te 
Po: Py: Pa: Ps E:— Us ryi— ry. 
Der Punkt £ und die Ebene » des Bildraumes liegen dann, nach 
Voraussetzung, vereinigt; die Gleichung (1l’)+-(rr’) = 0 nimmt jetzt die 
Form 


(2) | (é) = Pog + Pi F, + Pa fa + Ps Fs = 0] 


an. Fiigen wir hierzu noch die weitere Voraussetzung, daB der Punkt ¢ 
und die Ebene @ in bezug auf keinen der linearen Komplexe 


(1) 








=o + “23 = 9, =o1 — —3 = 9, 


d. h. in bezug auf keines der Nullsysteme 


Fo, — §1% + 9% — &3 = 9, 
50% — $1 %0 — Sa %3 + $3 %_ = 9 
einander zugeordnet sind, daB also 
(3) Po: Gs: Pe Ge # E,:—F: &:— be» 
/ em ° - @ - « Eg - rE 
Po> P12 Po? Pg FSy>— Soi — Ss: Se 


ist, so kann keine der durch die Wertsysteme (1) zu erklarenden Figuren z, u 
unbestimmt werden: 

XXII. Jedes Flachenelement (=, p) des Bildraumes, das keinem der 
Kompleze 

=u + X25 = 9, =u — =3 = 

angehort, bestimmt eindeutig ein orientiertes Flachenelement (zx, x), 
dessen Punkt und Ebene der absoluten Flache dann nicht angehéren, wenn 
das gegebene Flachenelement auch keinem der Komplexe 


(4) 455, + we, = 0 
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angehért, oder also, wenn im zugehdrigen Linienbiischel keine Gerade der 
absoluten Kongruenz liegt. Umgekehrt entspricht jedem orientierten Ele- 
ment (x,u) dieser Art auch ein Flachenelement (é, ¢). 

Die zugehérigen Formeln sind: 








Zo=— Foe thaPi, Uo= Fst bi %, 
= — Feo thse, Uy = — bo %s — 2%, 
(5) To= Fea tg, Ug= — FM +E Ps, 
te = —b, Po — Fs, Pg, Ug = — bo Ga + 85%, 
“= Fo Po t+ EP. = Uy = — Fn Pq — Fg %s- 








Unter der Voraussetzung (3) sind die hierdurch gelieferten Verhiltnis- 

groBen 
Ho iki N_ityiZ, und Uru: usr: u, 

véllig bestimmt, und zwar so, daB immer 
(6) (ux) = Uy 2% + U, 2, + Uy FZ, + Uz z, = 0 
und 
_ tt, —%,%,+2/=0, 
(¢) @ 
U,U, — UU, — uj = 0 
ist, daB also zwei WurzelgréBen sich eindeutig erkiaéren lassen durch die 
weiteren Gleichungen 
(8) V2q%y — XX, — 1 =U, = VUyU, — U, Uy. 
Es folgt dann noch z,+0, u,+0, wenn keine Gerade der absoluten 
Kongruenz den Punkt & und die Ebene ¢ trigt. Ist aber xz, = 0, u, = 0, 
so sind der Punkt x und die Ebene u Pol und Polare (Punkt und Tan- 
gentialebene) in bezug auf die absolute Flache, und jede solche Figur er- 
scheint co*-*mal*’): Alle nach (3) zulassigen Paare (f, m), deren Punkt 
und Ebene derselben Geraden der absoluten Kongruenz angehéren, liefern 
dieselbe Figur (z,u). Hs kommen also hier nicht nur die 2-co** 
ortentierten Elemente nicht zum Vorschein, fiir die x,=0, u,+0 oder 
z,+0 u,=0 ist, sondern es erscheinen auch unter den Elementen, fiir 
die x, =0, u,=0 tat, die 2-co** nicht, fiir die x und u nicht absoluter 
Pol und absolute Polare sind. Alle die hiermit ausgeschlossenen Figuren 
kénnen nur durch Grenziibergange, aber natiirlich auch immer durch solche, 
erhalten werden. 

Ist umgekehrt das orientierte Element (2, u) gegeben, so daB x, + 0, 
u, + 0 ist, so kann man, ndtigenfalls nach proportionaler Anderung, 7, = u, 





*) Vgl. S. 115. 
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annehmen, und dann die Gleichungen (5) ansetzen und eindeutig nach den 
Verhaltnissen der GréBen &, und gp, auflésen. Ist aber x, 0, u, =0, 
so mu8 noch 
Loi XyiX_i Ty = UU: — Ui — Uy 

sein, wenn die Gleichungen (5) widerspruchsfrei und dann (auf unendlich 
viele Arten) auflésbar sein sollen. — 

Die Gleichungssysteme (12) und (17) des vorigen Paragraphen liefern 
nunmehr jedes zwei Systeme von vier linearen Gleichungen: 


* ,§,+ 2, & — %&=0, 

— % & * — 27, §+ 2,6 =0, 
—) f on 

%Sq T UM Sy * —2,6,=0, 

= = 3s id — ~ 

2, fo — Ze, + 2, *% =(0; 


* LP, + UMP. + oP, = 0, 
— 2, Po * +27, +2%,7,=0, 


— LoPo — XP; * —2,7,=0, 

(9) — LyPo — XP, +X Py * =0; 
- u,€, + uy é, + u,é = 0, 

— uw, & * + 4u,&+ u,&=—0, 

— Uy — UF, * +4u,&=0, 
—u,f,—u,§,—ui, * =0; 


* U.P, — UP, + UP, = 0, 
— UPo * + UsP, — UP, = 0, 
UPo—%P, * +U9,=9, 
— UsPo + UP, — % Po % =O. 
Unmittelbar erhalt man diese Formeln, wenn man ausdriickt, daB 
das Bild des orientierten Punktes z, die Gerade des Hauptkomplexes 





Sy, + 54, = 9, 
cau = E.= aug = 2 
-o1 ” 02 0? 03 9? 
(10) ‘a pe = 
“93 — — %> “33 — — 7%, “19 = 7; 














(11) Ho, = %, Ho, = — %,, Hog = Us; 


H,, = %, H,,= Up» H,, = Ug, 











mit dem Punkte und der Ebene ¢ vereinigt liegen. 
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Die vier Gleichungssysteme (9) haben alle dieselbe Struktur, sie gehen durch 
einfache Substitutionen ineinander iiber. Z. B. erhilt man das dritte Gleichungs- 
system aus dem ersten durch die leicht zu deutenden Substitutionen 

T= My, T=, BH—%h, BWH— ty, Bit, 
B=, =m, S=tne, Fs =i. 

Betrachtet man etwa das erste System (9) als ein System linearer Gleichungen fiir 
die VerhaltnisgréBen &,: &, : &:§&,, 80 ist seine Determinante 

(2p %, — %y% + xi)’; 
diese vier Gleichungen sind also nur dann vertriaglich, wenn 

Lp X, —X%qyX%yt+zZ=0 
ist. Das System hat dann den Rang 2 und bestimmt die dem orientierten Punkt x 
zugeordnete Gerade des Bildraumes als Ort von Punkten §. (Das zweite System 
bestimmt dieselbe Gerade als Ort von Ebenen y.) Dasselbe System hat, wenn es 
als ein System von Gleichungen fiir die VerhiltnisgréBen x,: x, : 2: 2,: 2, betrachtet 
wird, den Rang 3. Es bestimmt dann, wenn der Punkt & gegeben ist, eine auf der 
Mannigfaltigkeit x, x, —2,2,+23=0 verlaufende Gerade (siehe Formeln 18), oder 
eine orientierte Tangente unserer absoluten Flache, usw. 

Die Formeln (9) leisten also, zunichst allerdings nur in bezug auf einen Nicht- 
Euklidischen Raum, wirklich das, was S. Lie und andere, mit Bezug auf die Eukli- 
dische Geometrie, durch ein Gleichungspaar 

(X+iY)+2Z+2=0, 2(X-iY)—Z—y=0 
haben ausdriicken wollen. (Vgl. Lie und Engel, Transformationsgruppen III, 1898, 
S. 138. Lie und Scheffers, Beriihrungstransformationen, 1896, 8. 452 u. ff.) 

Die Gleichungen (9) zeigen unter anderem, da8 die Orientierung eines 
Punktes x oder einer Ebene uw, die mit einer schon orientierten Tangente 
der absoluten Flache vereinigt liegen, immer nur rationale Operationen 
erfordert. Vor allem aber ergibt sich nunmehr: 

Die Zuordnung zwischen den Flachenelementen (£, p) des Bildraumes 
und den orientierten Flachenelementen des Raumes der absoluten Flaiche 
ist im GroBen wechselweise eindeutig, im Ganzen aber nicht. 

Auj der Seite des Bildraumes sind singuldre Stellen alle co* * Elemente 
(&,), die irgendeinem Komplex des Biischels 

AE, + uw 5, = 0 


angehéren. Diese geniigen den miteinander dquivalenten Gleichungen 


boPo th. =9, F2Pat bs Ms = 0. 

Im Raume der absoluten Fliche sind singuldre Stellen alle 2-co** 
orientierter Elemente, die entweder thren Punkt oder thre Ebene auf der 
absoluten Fliche haben, und natiirlich auch die, fiir die beides zutrifft, 

Daher werden unsere orientierten Elemente (die fiir andere Zwecke 
sehr niitzlich sind) nicht recht zu brauchen sein, wenn es sich darum 
handeln soll, die Transformationen der Gruppe I,,, H,, aller Kollineationen 
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und Korrelationen des Bildraumes auf den Raum der absoluten Flache 


(also auf den Raum der Nicht-Euklidischen Geometrie) zu iibertragen. 
Wir werden uns darum bemiihen miissen, noch einen dritten Element- 
begriff hinzuzufiigen, der der Forderung einer vollkommen eindeutigen 
Zuordnung zu den Elementen (&,p) entspricht. Und fiir diesen Begriff 
werden wir dann natiirlich auch ein anderes Wort (Blati) zu verwenden 
haben. 

Hierzu helfen uns nun eben die Gleichungen (9). 


Es war schon friiher (§ 1, 8. 48) darauf hingewiesen worden, daB 
die doppelte Uberdeckung des Punktkontinuums {x} darauf hinauslaufen 
muB, daB dieses als Zentralprojektion einer quadratischen Mannigfaltig- 
keit Mj des projektiven Kontinuums von vier (komplexen) Dimensionen 
aufgefaBt wird, wobei als Projektionszentrum der Pol einer linearen Mannig- 
faltigkeit, wie wir sagen wollen, eines Flachs fungiert. Der Komplex 
der co*** Geraden auf der quadratischen Mannigfaltigkeit Mj wird dann in 
den Komplex der Tangenten der Flache 2,2, — x, 2, = 0 projiziert, und 
zwar erscheint dabei jede Tangente zweimal, mit Ausnahme derer, die in 
dem ausgezeichneten Flach liegen, d. h. mit Ausnahme der Erzeugenden 
unserer ,,absoluten Flache‘ z,27,—2z,2,—0. Die orientierte Tangente 
dieser Fliche aber kann dann offenbar als Projektion einer bestimmten 
Geraden aufgefaBt werden, die auf der Mannigfaltigkeit verlauft. 


Eine hierzu geeignete quadratische Mannigfaltigkeit haben wir nun 
schon: 


(12) ZX, — 2%, 2%, +27 = 0. 


Projektionszentrum ist dann der Pol des Flachs x,—0. Und auch die 
einer orientierten Tangente der absoluten Fldache zugeordnete Gerade lapt 
sich angeben. 


Wenn man nimlich die VerhaltnisgréBen &, (oder y,) als Parameter 
der Projektion betrachtet, so wird die gesuchte Gerade ja dargestellt durch 
das erste (oder zweite) System der linearen Gleichungen unter (9). Man 
hat daher unter den Lésungen (x) dieser Gleichungen nur jedesmal zwei 
verschiedene auszuwahlen, solche etwa, wie sie sich aus zweien der Annahmen 


z%=0, 2,=0, 7%=0, z4%=-0, «z4=—0 


ergeben, und die gefundenen Werte zu Linienkoordinaten zu verbinden. 

Man erhalt dann, je nachdem man dem Punkte & des Bildraumes 
eine Gerade X oder der Ebene q eine Gerade Y zuordnet, die Linien- 
koordinaten der gesuchten, auf der Mannigfaltigkeit M; (Nr. 12) ver- 
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laufenden Geraden in der einen oder anderen der beiden folgenden Formen 
ausgedriickt: 











Xo = 58: +8a8s, Yor = — o%1— Va%s> 
x.= Ge -« ten a 
Xos =s é , Vos —_ 3 ? 
Xu= —6& + Yu= —-Pivs + 
(13) X,,= — fs , Y= 7 Ps ’ 
X= — ’ Y= = ae ’ 
X4u= — && ’ Y= — PoPs ’ 
Xes = — Fo€, +856, Vos= PoPi—Pa%s» 
xX, = — & & Y,,= Pi Pa ’ 
X,.= —-§& >, y= PoPs 





Diese beiden Reihen von Formeln, deren jede die geraden Linien 
auf unserer quadratischen Mannigfaltigkeit erschépfend darstellt, sind 
natiirlich nur formal voneinander verschieden, sie gehen ja durch die Zu- 
ordnung 

Po: Pr? Pai Py = — Fy bq: — Fike 
ineinander iiber. Driickt man aber aus, daB die Gerade X und die Gerade Y 
einander schneiden, so sieht man, welchen Vorteil es hat, solche Linien- 
koordinaten zwiefach dargestellt zu haben. Es findet sich namlich dann, 
daB die Bedingung des Schneidens von X und Y bei dieser Darstellung 
sich gerade auf die Bedingung der vereinigten Lage von — und ~ reduziert. 
In der Tat, setzen wir wie zuvor 


(9 &) = Gobo + Pies + Pada + Ps Ss» 
verstehen wir zweitens unter z’,2” und y’, y” zwei Paare verschiedener 
Punkte, die auf X und Y liegen, so daB 
Xu=zaru—-u7, Ye=yive— yy 


wird, und verstehen wir drittens nnter z=—2z(¢,@) irgendeinen Punkt 
von Mj, der nach der Regel (5) durch seine Parameter dargestellt ist, 
so ergibt sich nach leichter Rechnung 





|g —-%, % —, 

(14) [2'2"y'y"2}—— |S Coe), 
| Ss — Pg b — Os 

| &s P, Ds 
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Die Determinante links**) wird also durch Substitution der Para- 
meter der Figuren X, Y und z reduzibel. Ihr Wert ist Null erstens, 
wenn der Punkt z mit den Geraden X und Y durch ein Flach verbunden 
werden kann. Das wird ausgedriickt durch das Verschwinden des ersten 
Faktors rechts; die Punkte ¢ und ¢ liegen dann in einer Ebene mit den 
Nullpunkten der Ebenen y und @ in bezug auf den absoluten Komplex. 
Da das durch passende Wahl von z oder also von ¢ und » immer ver- 
mieden werden kann, wenn X und Y einander nicht gerade iiberdecken, 
so stellt das Verschwinden des zweiten Faktors, also das Bestehen der 
Gleichung (gy) = 0, die Bedingung des Schneidens von X und Y rein- 
lich dar. 

Die Formeln (13) und (14) enthalten die Ausfiihrung eines Gedankens, 
der wegen seiner Bedeutung fiir das Folgende auch noch in Worten abge- 
faBt werden soll: 


XXIII. Die co** Punkte irgendeiner nicht-singuldren quadratischen 
Mannigfaltigkeit im projektiven Kontinuum R, lassen sich nicht nur 
birational, sondern auch vollkommen eindeutig-umkehrbar und stetig 
den co*** Geraden (irgend) eines nicht-singuldren linearen Lintenkomplexes 
des R, zuordnen. Mit dieser Abbildung sind zwei andere verbunden, 
deren eine den Punkten — und deren andere den Ebenen ~ des Raumes R,, 
ebenfalls birational und vollkommen eindeutig-umkehrbar und stetig, die 
co*8 geraden Linien zuordnet, die auf der Mannigfaltigkeit Mj liegen. 

(Der Komplex dieser Geraden ist also Trdger eines quaterndren 
Gebietes. ) 

Geraden ,,erster Schicht*« X(&) und ,zweiter Schicht« Y(m), dite 
einander schneiden (und insbesondere einander mdglicherweise auch tiber- 
decken) entsprechen Punkt und Ebene in vereinigter Lage. 

Den Punkten = und Ebenen p derselben Geraden = entsprechen auf M; 
die quadratischen Regelscharen einer Flache 2. Ordnung. Diese sind im 
allgemeinen voneinander verschieden, sie fallen aber zusammen und iiber- 
decken einander in den Geraden eines Kegels, wenn der Ort von — und + 
dem linearen Komplex angehért. 


Dieser Linienkomplex ist der Hauptkomplex der besprochenen Ab- 
bildung. 


DaB man den co*** Geraden eines linearen Komplexes die Punkte einer M im 
R, zuordnen kann, ist bekannt genug. Das ist ja eine Selbstverstindlichkeit im 
Rahmen der Pliickerschen Liniengeometrie. Damit hat man auch schon die doppelte 


**) Die Determinante mit dem Diagonalglied xj xf y{y{’z,. Wir bedienen uns 
weiterhin scharfer Klammern zur Darstellung quindrer Invariantenbildungen, wihrend 
die quaterniren, wie bisher, durch fette runde Klammern bezeichnet werden, z. RB. 


(¢ §&), (ua). 
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Beziehung der Geraden auf M; zu Punkten — und Ebenen y, und von da fiihrt ein 
leichter Schritt zu dem weiteren Gedanken, den ganzen Komplex jener Geraden mit 
zwei ,Schichten“ zu iiberdecken und sie als Geraden X(£) und Geraden Y(q) zu 
unterscheiden. Indessen scheint diesen weiteren Schritt, trotz vielfiltiger Behandlung 
des Stoffs, bis jetzt noch niemand getan zu haben: So fehlte von vornherein ein zu 
klarer Einsicht in den Sachverhalt unerliBliches Stiick der Theorie. (Siehe § 15.) 


Der vorliegende Fall ist darum lehrreich, weil man hier an einem drastischen 
Beispiel sieht, wie vieles auf sachgemiGBe Gestaltung des Formelapparates ankommt. 
Hiatte man sich namlich nicht mit ganz unvollkommenen Ansiitzen begniigt und selbst 
die zunichst in Betracht kommenden Rechnungen nicht nur stiickweise durchgefihrt, 
so hatte man gar nicht iibersehen kénnen, daB man mit Ubertragung des gewdhn- 
lichen Begriffs der Beriihrung auf die Kugelgeometrie in ein falsches Geleise geraten 
war. Aber man hat ja nicht einmal die behauptete Zuordnung der ,,Elemente“ (£, 7) 
zu (vermeintlich ebenso beschaffenen) ,Elementen“ des Kugelraumes analytisch aus- 
zudriicken versucht. So blieben die Widerspriiche unbemerkt, mit denen Lies Theorie 
durchsetzt ist. 

Auf ein (im Gegensatz zu bloBem Rechnen) begriffliches und woméglich auch 
anschauungsmaéBiges Denken kann natiirlich nicht verzichtet werden. Es versteht 
sich, daB dieses Denkverfahren (das zum Beispiel den Lehrsatz XXIII ohne weiteres 
liefert) die Fiihrung haben muB. Indessen hat sich gezeigt, daB die Mathematiker, 
die ihm, unter dem Namen einer synthetischen Geometrie, eine fast ausschlieBliche 
Pflege haben zuteil werden lassen, die damit verbundenen Schwierigkeiten meistens 
sehr unterschitzt haben. Es ist unvorsichtig, ohne Not auf die Kontrollen zu ver- 
zichten, die die Analysis zu bieten vermag. Und iibrigens glaube ich die Meinung 
vertreten zu kénnen, daB in einer Disziplin wie der Kugelgeometrie die algebraischen 
Tatsachen den Kern der Sache bilden. Fehlen sie, so schwebt alles in der Luft; 
bestenfalls ruht es auf Axiomen, die ihrerseits in der Luft schweben. Die Algebra 
ist aber hinreichend zur Definition aller hier in Betracht kommenden Begriffe, und 
tatsichlich ist sie uns, wie eben schon angedeutet wurde, auch notwendig, notwendig 
zur wirklichen Beherrschung so manches Begriffssystems der Geometrie. 

S. Lie war mit den Fehlern des Autodidakten behaftet, er war aber auch einer 
der genialsten Mathematiker, die je gelebt haben. Er besaB etwas, und zwar im 
reichsten MaBe, das nie haufig war, und jetzt noch seltener geworden ist, eine schépfe- 
rische Phantasie. Spitere Generationen werden diesen weitblickenden Geist besser 
zu wirdigen wissen als die gegenwirtige, die am Mathematiker lediglich den Scharf- 
sinn zu schitzen versteht, und deren Spezialistentum die Einheit der mathematischen 
Wissenschaft, der doch iiberall bemerkbare Zusammenhang von allem mit allem, 
nahezu ganz aus dem Gesichtsfeld entschwunden ist. Und jene Kommenden, ,a cui 
man’ la face verra che scérse da le nostre“, werden auch das Reinigungswerk voll- 
enden, mit dem hier ein bescheidener Anfang gemacht ist. Sie werden der Theorie 
der Transformationsgruppen den Platz in der Wissenschaft zu sichern wissen, den 
die GroBartigkeit ihrer Anlage verdient. 


Wir wollen einen ebenen Schnitt der Mannigfaltigkeit M;, und ebenso 
den linearen Raum, das Flach, das ihn enthalt, ortentiert nennen, wenn 
seine zwei Scharen von Erzeugenden als Scharen von ,,Geraden X“ und 
,Geraden Y“ unterschieden (oder im Grenzfall doppelt gesetzt) und auf 
die beschriebene Art Punkten und Ebenen des Bildraumes zugeordnet sind. 


° 
7 * 
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Wir setzen ferner zur Abkiirzung 
[wz] = wy x, + w, 2, + Ww, 7, + Wy TZ, + w, 2. 
Die Gleichung [wz] = 0 bezeichnet dann, wenn z als veranderlich gedacht 
wird, irgendein Flach w. Es gilt dann der Satz: 

XXIV. Die Orientierung eines Flachs — also die Trennung der 
zwei Scharen von Erzeugenden auf der von thm ausgeschnittenen Flache 
2. Ordnung — erfolgt durch Entscheidung tiber den Wert der WurzelgréBe 

w, = V4 (ww, — w, w,)+ w?. 

Ein Flach namlich, fiir das diese WurzelgréBe den Wert Null hat, 
beriihrt die Mannigfaltigkeit Mj und ist schon orientiert. Im anderen 
Falle aber kénnen wir uns das Flach durch zwei der Geraden X, X’ be- 


stimmt denken, die einander nicht schneiden, und ebenso durch zwei Ge- 
raden Y, Y’. Im ersten Falle ist 


&§, —& +86 —&6 +0, 


im zweiten 
PoP: — Pa Ps + Pa Ps — Ps Pe + O- 


Fiir die Koordinaten des Flachs erhalten wir beide Male gleich- 
bedeutende Ausdriicke durch Linienkoordinaten des Bildraumes 


- oo , 
Sm = 6&,—& &>, usw., 





oder 
- , , 
oe “0 —P2Ps— PaPo, Usw., 
namlich 
(15) | 15 = “31> YW=—“9> Wg=——12> M309, My = — 01 T “es- 





Man kann also die soeben schon angefiihrte WurzelgréBe durch die 
Formel 








(16) w, = V4(w,w, — w,w,) + wi = 5, + 55, 











genauer erkliren. Damit ist dem System von sechs VerhiltnisgréBen 
Wy 2 W, 2 Wy: Wy: W, 2 W, 


eine bestimmte Gerade des Bildraumes zugeordnet: 





= 1 - inn 
En = 5(—M%+%), Fy=—U,, Fy = wy, 
17) 

oo a. a oo 

“3 = 5 | w, + w,), “a= We. Sig ™ %- 











Den Punkten dieser Geraden entsprechen dann die Geraden X, die auf 
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dem Flach w liegen, und ihren Ebenen ebenso die Geraden Y. Andert 


man das Vorzeichen von w,, so erhalt man eine andere Gerade 
—t —_* _* — —_t —_* ~- 


Sor : Seg : Sos : Sag 2 Seq 2 Sag = — Hep: Son: Sos: 


—@2 - 81 - “18° 

Diese ist das Spiegelbild der ersten im Nullsystem des Hauptkomplexes. 
Durch Anderung des Wertes der WurzelgréBe w, werden also die beiden 
Scharen von Geraden X und FY, die auf dem Flach liegen, vertauscht. 

Was wir Orientierung einer Ebene u (im Flach z,—0) genannt 
haben, ist offenbar ein Spezialfall der nunmehr ausgefiihrten algebraischen 
Operation. Die Formeln (16) gehen nimlich in die Formeln (11) tiber, 
wenn man 


(18) w=—u, YW=uy, wB=—u, U=uUu, w4=0, w=—24u, 


setzt. Die Deutung dieses Sachverhalts liegt auf der Hand. Die Ebene 
u des Flachs z,=0 wird aus diesem ausgeschnitten durch ein Flach w, 
das das Projektionszentrum 
0:0:0:0:1 

enthalt; uw ist also Projektion eines Hauptschnittes oder Zentralschnittes 
von M;; indem man diesen Hauptschnitt oder das zugehérige Flach 
orientiert, wird auch die Ebene w orientiert, und umgekehrt. 

Implizite haben wir hiermit auch schon den Begriff des orientierten 
Flichenelementes auf die Mannigfaltigkeit Mj; iibertragen: 

Ein orientiertes Flachenelement 

Sig i Bq Mgt Mgi By, MWe? %, [% 2%, 2 e, 
von M; besteht aus irgendeinem Punkt x von M, und aus einem orien- 
tterten Zentralschnitt, der den Punkt x enthdlt. 
{(u x) = Uy ty + U, 2, + Uy Ly + Uy ZT, = 0} 
Jedes orientierte Flachenelement im Raume oder Flach z2,=0 ist 


infolge unserer Festsetzungen Projektion eines bestimmten orientierten 
Flachenelementes auf M). 


Natiirlich 148+ sich auch der SchwenkungsprozeB in die Geometrie 
auf M; iibertragen. Insbesondere folgt: 
XXV. Durch eine Schwenkung von der Periode vier geht aus jedem 
zyklischen Verein orientierter Tangenten der Flache 
Xo%, —%y%z=0;, «=0 


ein auf M; verlaufender Kegel 2. Ordnung hervor (und umgekehrt aus 
jedem solchen Kegel wieder der entsprechende zyklische Verein durch die 
andere — entgegengesetzte — Schwenkung der Periode vier). 
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In derselben Zuordnung entspricht jeder unebenen analytischen orien- 
tierten Kurve auf der genannten Flache eine analytische Kurve, die mit 
allen ihren Tangenten auf M; liegt, und umgekehrt. 


Jeder der genannten Kegel und jede der genannten Kurven auf M, ist 
als ,,Verein“ von Geraden auf M? zu bezeichnen. Die Kurven dieser Art 
sind, wie man sagen darf, dreifach gekriimmt, d.h. keine von ihnen ist 
in einem Flach 

W5% + W, 2, + w, 2, + ,7, +u,7,=—90 
enthalten. 

Die einfachsten Kurven dieser Art sind rationale (sogenannte Normal-) 
Kurven der 4. Ordnung. Sie bilden ein analytisches Kontinuum und sind 
in oo*? Exemplaren vorhanden; ihre Bilder in R, sind co*’ Kurven 
8. Ordnung — und zwar alle solchen Kurven —, die in dem linearen 
Linienkomplex =,, + =,, = 0 liegen. 

Natiirlich kann man, mutatis mutandis, in dem Satze XXV den ebenen 
Schnitt z,—0 von M; durch irgendeinen anderen ebenen Schnitt ersetzen, 
der zwei getrennte Scharen von Erzeugenden hat. Und iibrigens la8t sich 
diese letzte Einschrinkung noch aufgeben, wobei die Theorie dann aller- 
dings eine andere Gestalt bekommt. 


Beilaufig entnimmt man den Formeln (13) schlieBlich noch den Satz: 


XXVI. In der Zuordnung §—- X (w-—+Y) entspricht den Punkten & 
irgendeiner Flache 2. Ordnung (den Ebenen p irgendeiner Flache 2. Klasse) 
des Bildraumes R, eine auf M; gelegene Kongruenz von co** Geraden, 
die aus dem Komplex aller auf M; verlaufenden co*® geraden Linien 
durch eine lineare Gleichung zwischen den Koordinaten der Geraden 
X(Y) ausgeschnitten wird. Umgekehrt entspricht im Bildraume jeder 
solchen Schnittfigur eine Flache 2. Ordnung (2. Klasse)**). 


*) Dieser Lehrsatz ist, wie der Satz XXIII, ein Ausschnitt aus einem inhalts- 


P 
reicheren Satz der Geometrie in fiinf Dimensionen. Im R, gibt es a = 20 linear- 


3 
unabhangige lineare Komplexe von Ebenen. Durch jede nicht singulire M? in R, 
wird nun dieses System von Komplexen in zwei Systeme von je 10 linear-unabhangigen 
Komplexen zerlegt. Die 2-co?"* auf Mj? liegenden Ebenen tragen spezielle Komplexe 
dieser beiden Systeme. Ordnet man in bekannter Weise den Punkten und Ebenen 
des R, die 2-c0?"8 Ebenen auf M? zu, so werden damit auch den Flachen 2. Klasse 
und den Flaichen 2. Ordnung die Komplexe jener zwei linearen Systeme stetig 
und eindeutig-umkehrbar zugeordnet. Und zwar entsprechen einer Fliche 2. Klasse 
und einer Flache 2. Ordnung, die konjugiert sind, Komplexe, die konjugiert sind, d. h. 
solche, deren bilineare projektive Invariante den Wert Null hat. 
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15. Vereine von Flichenelementen und Bliattern. 


In der bis jetzt durchgefiihrten Untersuchung lieben wir den Punkten 
— und Ebenen des Bildraumes die Geraden X und Y auf M? entsprechen; 
den Flachenelementen (¢, qm) entsprechen dann die Paare von Geraden 
( X, Y), die einander schneiden oder iiberdecken; und den Geraden des Kom- 
plexes =,, + 2,,—=0 entsprechen die Punkte x auf M). 

Nunmehr wollen wir die GraBmannschen Koordinaten der Ebene U 
bestimmen, die die Geraden X und Y verbindet. Da auf dieser Ebene 
einmal die Gerade X und die Spur von Y im Flach z, = 0, der Punkt 


P1 Ps? Po Pa? — Pi Pa? — Po Ps 9, 
und ebenso die Gerade Y und die Spur von X, der Punkt 


§ as: &&& : & & : 0 


S¥e 
wr 


oS ° 


liegen, so kann diese Rechnung leicht durchgefiihrt werden, wenn X und Y 


voneinander verschieden sind und die genannten Punkte nicht unbestimmt 
werden. 


Es findet sich nun, daB die Koordinaten der Ebene U alle den ge- 


meinsamen Faktor 
(1) 2 = Gb + 9,5, = — Pe bs — Mabe 


haben. Nach Beseitigung dieses Faktors bleiben Ausdriicke zuriick, die 
wiederum bilineare Funktionen der GroBen &,, p, sind, und auch in den 
bezeichneten Grenzfdallen nicht illusorisch werden. 


Tatsdchlich werden alle co*® Tangentialebenen der Mannigfaltigkeit 
M; durch die so entstehenden Formeln dargestellt und iiberall-stetig den 
Flachenelementen (&, ~) des Bildrawmes zugeordnet. 

Fiihren wir neben der Bezeichnung der GraBmannschen Ebenenkoordi- 


naten durch drei Indizes noch die korrelative Bezeichnung durch zwei 
Indizes ein, so erhalten wir die Formeln 





04 = Use, = — Fo Po — 2 Pa = E90, + &s%s, 
U3 = Ou. = bo Po t Fn Ps = — 191 — Fa Pa; 
Oya = —Uyye= Fs Pos ng = Vie = F3 Pa» 
(2) U;, = Oo = — Fo%1> Uyg = Ups, = £2 Ps; 
Dog = — Uyeg = — €1 Pa — £3 Po (= — Uy), 
Oiyg= Uns= bo%s +691 (= —%), 
Uy, = — Unis = — §, Ps + Fn Po (= — Ue), 
Uy, = Uns = Fo Ps — §3 V1 (= — &,). 
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Umgekehrt wird jede Tangentialebene U von M; auf zwet Arten durch 
diese Formeln geliefert, mit Ausnahme derer, die Geraden X= Y auf 
M: polar zugeordnet sind und nur einmal erscheinen. Die entsprechenden 
Flachenelemente des Bildraumes (£, p) und (&*, p*) sind einander in bezug 
auf den Hauptkomplex (oder das zugehérige Nulleystem) korrelativ zu- 
geordnet. 


Wenn namlich die Ebene U die Mannigfaltigkeit M; in zwei ver- 
schiedenen Geraden durchsetzt, so kann noch jede von diesen die Rolle 
der Geraden X iibernehmen, die einem Punkt é zugeordnet wird, wahrend 
dann die andere, als ,,Gerade Y“ einer Ebene g zugeordnet werden muB. 
In der Tat bleiben die Werte U,;, sogar vollig ungedndert, wenn man die 
Parameter (, m) durch die ihnen im Nullsystem 


fo, — &.Mo + F523 — &5 1g = 0 


korrelativ entsprechenden Parameter 


* ~* z* :* 
3) (So, 1» Ses & )=(Gi, — Poo Ps» — Pa), 
fe 
_* . * * f rE rE rE rE 
(9d, pr, vs, pe )=(—&,, bo, — Fs, §) 
ersetzt®°), 


Wir haben also hier wieder Anla8 zu einem OrientierungsprozeB: 
Nach Entscheidung iiber die Werte gewisser Quadratwurzeln werden sich 
die zwei Schnittlinien einer Beriihrungsebene U von M,, deren Koordinaten 
der aus (2) folgenden Gleichung 


5) 2 
= oO TT 7 ‘ T Ty = T T 8 y Ty 
(4) Uo tT Uss +2 os Uy =? O02 Us, Ou Uy, Uy, U 


x = 9 


geniigen miissen, reinlich trennen lassen. Allerdings werden wir hier nun 
statt einer Quadratwurzel deren fiinf betrachten miissen; doch sind diese 
zu zweien voneinander abhiangig und lassen also im ganzen zwei Werte- 
systeme zu. Nach Entscheidung iiber das System dieser Wurzelwerte 
(bei einem der Gleichung (4) geniigenden GréBensystem) werden wir 
16 lineare Gleichungen fiir die Produkte é;g, vor uns haben, die wider- 
spruchsfrei sind, und also diese Produkte und somit auch den Punkt é 
und die Ebene g zu bestimmen erlauben. 

) Betrachtet man, wie zuvor, die M; in R, als Schnittfigur einer M; in R,, 
so schneiden die co**® B,, die die Mj in Geraden berihren (und sie also in je 
zwei Ebenen durchsetzen), den R, in Ebenen, die M; in zwei Geraden treffen, also 
beriihren. Diese co*® Flache sind offenbar den Elementen (f, 9) eindeutig zu- 
geordnet. Einer Tangentialebene von M; aber entsprechen zwei Flachenelemente, 


da man jede Gerade auf M; auf zwei Arten durch eine auf M? verlaufende Ebene aus- 
schneiden kann. 
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WurzelgréBen, die diesem Zwecke dienen kénnen, sind: 





Uys = Vo, — 4 Veg Veg = E, Ps — 3 Pos 
U, = VUR, + 40,4, Ug = — Fg Rs + F291» 


Uss = VO +40 Ui = 8 Pat be %o> 
Us, = VUs — 4U,, Ugg = — £69, — &%» 
O45 = 2 Vu Uy, aur Uy, Us, 
= 2 (9% + §, 0) = — 2 (En %2 + bs %)- 


(5) 











Durch sachgemiBe Festlegung dieser Wurzelwerte, deren Abhiangig- 
keit in den fiinf Gleichungen 





(6) Oy, Vis + Uy; Oys + Uj, 05 = 0 | 





enthalten ist®'), wird also die Tangentialebene U von My; ortentiert, ihre 
Schnittlinien mit M{ werden in eine bestimmte Folge (X, Y) gesetzt, und 
bestimmte Figuren £, m werden ihnen zugeordnet. In der doppelten Uber- 
deckung des Kontinuums der Tangentialebenen von M} durch die orientierten 
Tangentialebenen fungieren dann die Ebenen U, die M; in einer einzigen 
Geraden X = ¥ treffen, als Verzweigungsfiguren. 


Die orientierten Tangentialebenen von M entsprechen also eindeutig 
den Flachenelementen des Bildraumes. Sie sind von zweierlei Beschaffen- 
heit: die einen haben einen bestimmten Beriihrungspunkt z, der durch 


%t) Danach lassen sich die Produkte von je zweien der GréBen U;5 rational 
darstellen; z. B. ist 


U,;: Uys ~— Ui, -Uy, =2 Uys (Oo id Us). 


von dem in der vorigen Anmerkung die Rede war. Die zugehérigen R, beriihren 
dann die M;,’, deren Punktgleichung 
(2% %, —%_ %) +2 — 2, =0 
und deren R,-Gleichung 
4 ( thy 14, — thy My) + 4p — tty = 0 
ist, in geraden Linien. (Vgl. § 14, Nr. 12, wo z,=0 ist, und Nr. 16). 

Zwischen den 15 GréBen U;, bestehen im ganzen 21 linear-unabhingige quadra- 
tische Relationen, von denen 15 die Pliickerschen sind. Zwischen den zehn GréBen 
X;, bestehen 20 solche Relationen, darunter 5 Pliickersche. Alle Abhangigkeiten 
hdheren Grades zwischen diesen oder jenen GréBen lassen sich aus quadratischen 
zusammensetzen. 


Auch die 2-007"? auf der M? verlaufenden Ebenen lassen sich sehr einfach 
durch die Parameter &, oder g, darstellen. 
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die Formeln (5) in § 14 geliefert wird®*), wahrend fiir die iibrigen, die wir 
singuldr nennen wollen, der Beriihrungspunkt lings einer Geraden 

(7) X= ¥ (G9: My: Py Vy = — F285: — Fy: Fa} 

unbestimmt wird. Bezeichnen z’,x”,2” irgend drei linear-unabhangige 
Punkte einer solchen Ebene U, und ist z ein ganz beliebiger Punkt, so 
ist der Ort der Punkte x véllig bestimmt durch die Gleichung von M, in 
Verbindung mit den fiinf linearen Gleichungen, die sich ergeben, wenn 
man in der Entwickelung der Determinante 


” nn 


a’ a” 2” xz] 
U;,; an Stelle der dreizeiligen Unterdeterminanten | xj 2; xy” | schreibt und 
dann die Koeffizienten von z,...z, einzeln gleich Null setzt. In beiden 
Fallen aber, mag nun der Beriihrungspunkt z bestimmt sein oder nicht, 


besteht — selbstverstindlicherweise — die Gleichung 
(8) [a’ a” 2” xz] =0 
fiir alle z. 
Lassen wir jetzt die Punkte x’, 2”, x” und zx variieren, doch so, daB 


sie ihre gegenseitige Beziehung behalten, so sehen wir, daB die Gleichung 
(oder vielmehr das Gleichungssystem ) 


(da! a” 2” 2z2\+ [2 dx" 2” xz\+ [2 2" dz” rz) =0 
oder also die Gleichung 
(9) BU gig ° (2% — %y 2%) 1 --- — CU gg,-(% yz, — X,%) = 0 
die Gleichung (das Gleichungssystem ) 
(10) [a2’ a2" 2" dxz|=0 
nach sich zieht, und umgekehrt. 


Den Inhalt der Gleichung (9) kann man in bekannter Weise so in 
Worte fassen, daB man sagt, ,,daS die zu U benachbarte Ebene U-+ dU 
ebenfalls noch durch den Punkt xz geht“ und ebenso Ja8t sich der Inhalt 
der Gleichung (8) dadurch beschreiben, daB man auch noch ,,den zu x 
benachbarten Punkt z+ dz“ ,,auf U liegen“ ]4Bt. Wir werden auch sagen, 
da8 im Falle des Bestehens der Gleichungen (9) und(10) — immer unter 
Voraussetzung des Bestehens von (8 ) — ,,konsekutive* Tangentialebenen von 
M; vereinigt liegen. Von einer analytischen Mannigfaltigkeit solcher Ebenen 
aber, die durchweg die Gleichungen (9) und (10) erfiillt, werden wir sagen, 
daB sie einen Verein bilde. Endlich wollen wir, um schleppende Rede- 


%) Es ist 


Ug=%, Uy=t, Ug=—%, Uy=—%, Uy=2%,. 
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. . ° ° . 2 
wendungen zu vermeiden, eine orientierte Tangentialebene von M, von 
nun an kurzweg ein Blatt nennen. 


Dann kénnen wir nunmehr den Satz aussprechen: 


XXVIII. Mit der Zuordnung §-—-X, p-—Y ist eine ebenfalls voll- 
kommen stetige und eindeutig-umkehrbare Zuordnung der Flachenelemente 
(&, p) des Bildraumes zu Blattern U verbunden, die Vereinen von Elementen 
Vereine von Bldattern zuordnet, und umgekehrt. 


Setzen wir namlich zur Abkiirzung 
F(2, 2) = %42, + 22% — %2, — %,% — 22,2, 


(so daB F(z,z)=0 die Gleichung von uM; wird), so ist — fir alle z — 


(11) |[2’2"2" dez] = F(z, 2)-(pdé).| 


Da z immer so gewahit werden kann, daB F(z,z)+0 ausfallt, so 
ist hiermit die Behauptung des Satzes XXVII schon erwiesen: (pd) = 0 
oder (‘dp~)=0 ist ja die Bedingung der vereinigten Lage konsekutiver 
Flachenelemente (£, py) und (§+ dé, p+d@). 

Wenn zwei Vereine von Blattern ein Blatt miteinander gemein haben, 
so ist als der ,,allgemeine Fall“ der zu betrachten, daB zu diesem Blatt 
ein bestimmter Punkt zx gehért. Man wird dann ohne weiteres geneigt 
sein zu sagen, daB die beiden Vereine einander (im Punkte x) beriihren. 
Es sind aber auch ganz abweichende Vorkommnisse méglich. Wenn ein 
singulares Blatt (ein solches mit unendlich vielen Beriihrungspunkten) 
einem analytischen Verein von co’ Blattern angehért, die nicht alle singular 
sind —- und zwar einem bestimmten Zweig dieses Vereins angehért —, 
so erhalt man bei Ubergang zu diesem besonderen Blatt natiirlich nicht 
alle seine Beriihrungspunkte als Grenzlagen von Beriihrungspunkten be- 
nachbarter Blatter (sondern nur einen unter diesen Punkten). Ebenso 
brauchen bei Vereinen von oo? Blattern nicht alle Punkte der Beriihrungs- 
linie eines singuliren Blattes sich als Grenzlagen von Beriihrungspunkten 
nicht-singularer Blatter einzustellen. Zwei analytische Vereine kdénnen 
also ein Blatt gemein haben, ohne einen zugehdrigen Beriihrungspunkt 
gemein zu haben®). Soll man auch dann noch von einer Beriihrung der 
beiden Vereine reden? Jedenfalls kann man streng genommen nur dann 
die Zuordnung (€,g)—+U und ihre Umkehrung als Beriihrungstransfor- 
mationen bezeichnen — nur dann sind sie Transformationen, die eine Be- 
riihrung von Vereinen immer wieder in eine ,,Beriihrung*‘, wenn auch unter 








%) Ein Beispiel liefert schon der Verein aller Blatter, die einen gegebenen 
Punkt z enthalten (siehe Seite 113). 











108 E. Study. 


Umstanden in eine Beriihrung von anderer Art, iiberfiihren. Und nur 
dann kann man die folgende Formulierung als einwandfrei betrachten: 

XXVIII. Im Kontinuum der Blatter existiert eine Gruppe (G,,, H,;) 
von 2-co*'® eindeutigen analytischen Beriihrungstransformationen, genauer 
von birationalen Zuordnungen der Blatter, die jeden Verein in einen Verein 
tiberfiihren, und Vereine, die einander beriihren, in Vereine tibergehen lassen, 
die einander ebenfalls beriihren. 

Diese Gruppe hat zum Bilde die Gruppe aller Kollineationen und 
Korrelationen im Raume R,. 

Unsere Formeln liefern ohne weiteres eine erschépfende Parameter- 
darstellung der Transformationen der Gruppe (G,,, H,,). 

Wohl zu beachten ist hierbei, da8 eine Transformation der Gruppe 
(G,,, H,,), die aus singularen Blattern immer wieder solche hervorgehen 
laBt, einer Untergruppe (G;,, H;*) von (G,,, H,,) angehért, die aus den 
automorphen Kollineationen von My besteht. Jede solche Kollineation 
eracheint hier zweimal, da die beiden Schichten von Geraden X, Y auf M; 
einzeln in Ruhe bleiben oder vertauscht werden kénnen: Die beiden Scharen 
G*,, H;, von Transformationen haben zu Bildern, die eine die Gruppe rs 
aller Kollineationen, die den Hauptkomplex in Ruhe lassen, die andere, 
zu der die Vertauschung iibereinander liegender Blatter gehért, die Schar H., 
der automorphen Korrelationen dieses Komplexes. 

Die betrachteten Transformationen sind also nicht Beriihrungstrans- 
formationen im gewdhnlichen Sinne des Wortes, oder sie sind es doch 
nicht in dem ganzen Gebiet, in dem sie erkldrt sind. Hiermit ist schon 
angedeutet, daB sich Bereiche abgrenzen lassen, fiir deren Elemente und 
Blatter diese Transformationen auch im gewéhnlichen Wortsinn Beriihrungs- 
transformationen sind. Wir fiihren dies aus in bezug auf den Lehrsatz XXVII, 
und gelangen dahin, indem wir die Ebenen U so wihlen, da8 ein wechsel- 
seitig-eindeutiges Entsprechen zwischen den dreierles Figuren 


(X,¥), (zu), (&,9) 

zustande kommt. Dann namlich wird das Blatt U mit seinem Punkte z 
in ein bestimmtes orientiertes Flachenelement (z,u) des Flachs z,= 0 
projiziert, und es miissen Blattern U, U-+-dU in vereinigter Lage orientierte 
Flachenelemente (z, u), (x -+d2z, u-+du) in vereinigter Lage zugeordnet 
werden, die nun mit den entsprechenden Elementen (¢, py), (§+-d&,  +dq) 
durch eine gewoéhnliche Beriihrungstransformation verbunden sein miissen. 
Die hier zu stellenden Forderungen werden auf die einfachste Weise da- 
durch erfillt, daB man 


(12) +0 
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annimmt. Dem Element (¢, @) entspricht dann ein orientiertes Element 
(z,u), so daB z,+0, u,+ 0 wird, und folglich entspricht ihm ein Paar 
von verschiedenen Geraden X, Y, die nicht dem Flach z,= 0 angehéren, 
und auch ihren Schnittpunkt nicht in diesem Flach haben. Zweitens kann 
man diese Figur auch von dem Element (z, u) aus konstruieren, da man 
dann zunichst z,—u, machen und dann aus den Gleichungen (9) in § 14 
die VerhaltnisgréBen £; und gy, immer bestimmen kann. Da8 man schlieB- 
lich auch von X, Y aus die ganze Figur konstruieren kann, ist evident. 

DaB die Zuordnung (f,y)<+(z,u) und mit ihr die Zuordnung 
E,~)<+U im ganzen Bereich Q+ 0 die Eigenschaften einer gewéhn- 
lichen Beriihrungstransformation und ihrer Umkehrung hat, wird aus- 
gedriickt durch die Formel 








(18) (udz) = — (xdu) =— 22-(pdé) =22-(Edg), 








derzufolge nicht nur Elementvereinen des Bildraumes Vereine orientierter 
Elemente (zx, u) entsprechen, sondern auch, nach (12), diesen wieder jene. 

Ubrigens ist es nicht unwichtig, zu beachten, daB die Formel (13) 
bereits in unserer Nr. (11) enthalten ist. Wenn man namlich in dieser 
letzten beiderseits die Koeffizienten von z, vergleicht, so erhailt man, mit 
Hilfe der Formel (2): 


Uy93 Xp + Ugg dX, — Ugg, dX + Ugys dX, 
U,,dz,+ U,dz,+ Uydz,+ U,,dz, 
=—(udz+ u,dz,+ u,dz,+ u,dz,) 
= — (udz) =22-(pdé). 

Die Ungleichung 2+ 0 haben wir schon gedeutet. Sie sagt aus, daB 
das Element (&, m) keinem Komplex des Biischels 

AZ, + Me =0 
angehért, oder also, daB dieses Element nicht der absoluten Kongruenz 
angehért. So gelangen wir zu einer nicht unwichtigen Erganzung des 
Satzes XXVII: 

XXIX. Soweit die Zwordnung der Elementkontinua {f, p} und {x, u} 
umkehrbar -eindeutig (und dann auch stetig) ist, soweit ist diese Zuordnung 
auch im gewdhnlichen Sinne des Wortes eine Beriihrungstransformation. 

Die auf diese Art einander zugeordneten Bereiche der zwei Element- 
kontinua (2+ 0 und z,+ 0, u,+0) hatten wir schon in unserem Satz XXII 
beschrieben. 

Will man eine gleichmaBig-stetige Zuordnung haben, so mu8 man auch 
noch je eine Umgebung der dure’ die Annahmen 2+ 0 und z,, u, + 0 
ausgeschlossenen Figuren ausschlieben. 
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Die Bedeutung des Satzes XXIX liegt darin, daB die Koordinaten 
eines orientierten Elementes viel leichter zu handhaben sind, als die Ko- 
ordinaten eines Blattes, und da8 man die orientierten Flachenelemente ja 
ohnehin vielfach braucht. Es kann z. B. sehr leicht festgestellt werden, 
ob einer Flache des Bildraumes eine orientierte Fliche — Ort ortentierter 
Elemente — entspricht, wahrend die entsprechende Rechnung mit GraSmann- 
schen Ebenenkoordinaten recht umstandlich ausfallen muB. 


Die ausgefiihrte doppelte Uberdeckung der Mannigfaltigkeit aller Tan- 
gentialebenen von M, ist analog der friiher besprochenen doppelten Uber- 
deckung des Tangentenkomplexes einer M,, einer nicht-singularen Flache 
2. Grades. Und wie wir dort bei Betrachtung orientierter Tangenten die 
Flache 2. Grades nicht zu verlassen brauchten, so kénnen wir auch hier 
verfahren. Aber wir kennen zwei einfache Figuren auf M,, deren Mannig- 
faltigkeit umkehrbar-eindeutig der Mannigfaltigkeit der orientierten Ebenen 
U oder also unserer Blatter entspricht. Die eine ist das Analogon zu der 
friiher benutzten Schar orientierter Kegelschnitte: Es ist eine Schar orien- 
tierter ebener Schnitte von M; (von denen bereits in unserem Lehrsatz XXIII 
die Rede war). Die andere und einfachere Figur ist das Paar der ver- 
einigten Geraden X, Y. Es muB sich also in Lagenbeziehungen zwischen 
den Geraden X, ¥Y und X-+dX, Y + dY ausdriicken lassen, ob zwei Blatter 
U und U+ dU vereinigt liegen oder nicht. Die naheliegende Antwort auf 
die hiermit aufgeworfene Frage kann, in der Sprache des Rechnens mit 
Differentialen, kurz gefaBt werden: 


XXX. Konsekutive Blatter U und U+-dU liegen dann und nur dann 
vereinigt, wenn die zu dem Blatt U gehérige Gerade X — die nach Voraus- 
selzung mit der Geraden Y vereinigt liegt — auch noch mit der Geraden 
Y-+-dY vereinigt liegt; oder auch, was dasselbe ausdriickt, wenn die Gerade 
Y mit der Geraden X +dX vereinigt liegt. 

Zunachst ersieht man aus den Formeln (14) in § 14, daB diese beiden 
Kriterien miteinander aquivalent sind. Jene Formeln sagen namlich aus, 
daB fiir zwei verschiedene Punkte z’,2” auf X und zwei verschiedene 
Punkte y’, y” auf Y die Gleichung 


pr 4 I aft 


[a’a” y’y”z|=0 
dann (und nur dann) fiir alle z besteht, wenn (yf) = 0 ist. Daher ist 
jede der Bedingungen 
[d2’ ay’ yz) + [2’ dx” yy" z) a 0, 
[ a’ a” dy’ yz) + [a’a”y’ dy’ z| — 0 


aquivalent mit der anderen. Und weiter lehren dieselben Formeln (14), 
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daB tatsichlich jede dieser Bedingungen, oder also, wie man etwa kiirzer 
schreiben mag, jede der Bedingungen 

[dX Yz]}=0, [XdY¥z]=0 
aquivalent ist mit 

(pd—é)=0 oder (Ed—) =O. 

Ihre wichtigste Anwendung und Erlauterung finden die beschriebenen 
Tatbestinde, wenn wir jetzt Punkte, Gerade und Ebenen des Bildraumes 
als Vereine von Flachenelementen auffassen, und ihnen die auf M; gelegenen 
Vereine von Blattern gegeniiberstellen. 

So kommen wir ohne weiteres zu dem folgenden Lehrsatz: 

XXXI. Im Bildrawme und auf M; sind die folgenden Vereine 
(Vereine von je zwei komplexen Dimensionen) einander birational, und 
zwar vollkommen-eindeutig-umkehrbar und stetig zugeordnet: 


Die co®* Punkte &. Die co**® Geraden X. 

Die co** geraden Linien =. Die co** ortentierten ebenen 
Schnitte von M3. 

Die oc**® Ebenen ¢-. Die co** Geraden Y. 


Ferner entsprechen einander die Figuren: 


Punkt und Ebene vereinigt miteinan- | Gerade X und Gerade Y gelegen auf 


der und mit einer Geraden. einem orientierten ebenen Schnitt 
von M;. 
Gerade Linien, die einander schnei- | Orientierte Schnitte (Flachen 
den. 2. Grades), die einander beriihren. 
Die genannten Beziehungen sind in- | Die genannten Beziehungen sind in- 
variant (nur) gegeniiber der Gruppe | _- variant (nur) gegentiber der Gruppe 
(T,,. 4,,)™). (G,,, H,,)"*)- 


Der hiermit beschriebene Tatbestand ist so vielfach mi®verstanden 
worden, da8 einige Erlauterungen dazu wohl am Platze sein werden. 


Bei den Figuren links handelt es sich, wie gesagt, um Vereine von 
Flichenelementen, deren Begriff so gestaltet ist, wie es die projektive 
Geometrie verlangt. Diese, nicht aber die Lieschen Elemente (z, y, z, 
u:v:w oder gar x,y,z,p,q) bilden ein im Raume der projektiven 
Geometrie gelegenes, besser noch ihm iibergeordnetes abgeschlossenes 
algebraisches (und zwar rationales) Kontinuum (&,g), und in diesem 
(aber auch nur in diesem) sind die betrachteten Transformationen (Kolli- 


*) Man beachte, da8 hier iiberall nur von analytischen Transformationen die 
Rede ist. Nimmt man beiderseits noch das Konjugium binzu, so entstehen erweiterte 
Gruppen, die ebenfalls noch die zuletzt genannte Eigenschaft haben. 
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neationen und Korrelationen) tberall definiert, eindeutig und stetig. 
Entsprechend steht es mit den Figuren der Aussage rechts. 

Im Elementkontinuum des Bildraumes (links) ist ein Punkt ¢* zu 
betrachten als der Verein aller co** Flichenelemente (¢*,q); ebenso ist 
eine Ebene g* der Verein aller co** Flachenelemente (f, p*), eine Gerade 
der Verein aller Flachenelemente, die ihren Punkt auf ihr haben und ihre 
Ebene durch sie schicken. Das Schneiden von zwei Geraden ist invariant 
gegeniiber der Gruppe (I,,, H,,), die eben dadurch definiert werden kann, 
und ist Spezialfall der Beriihrung zweier Vereine. Ein Punkt und eine 
Gerade in vereinigter Lage beriihren sich, als Vereine betrachtet, unendlich- 
vielfach, in allen ihren gemeinsamen Elementen, und auch diese Beziehung 
ist invariant gegeniiber (I, H,,), wobei aber die Transformationen von 
H,, — die Korrelationen — aus dem Punkt eine Ebene hervorgehen lassen. 

Punkte, Geraden (und implizite Ebenen) kommen nun auch unter den 
Figuren rechts vor, hier aber, wo es sich um Invarianz gegeniiber der 
Gruppe (G,,, H,,) handelt, nehmen sie eine ganz andere Stellung ein. 
Die nicht ausdriicklich genannten Punkte sind (als Vereine) Spezialfalle 
orientierter Schnitte; sie bilden eine gegeniiber (G,,, H,,) nicht-invariante 
Mannigfaltigkeit. Jeder Punkt ist, wie jeder andere orientierte Schnitt, 
Ort von co** orientierten Ebenen oder Blattern; als Ort von Ebenen 
schlechthin aber ist er eine der vorliegenden Theorie vdllig fremde 
Figur. Die Mannigfaltigkeit der Geraden auf M; erscheint zweimal, sie 
ist mit zwei Schichten {X}, { Y} iiberdeckt. Hine Gerade X ist etwas vdllig 
Verschiedenes von einer Geraden Y; beide sind ebenso verschieden voneinander 
wie ihre Bilder, die Punkte und Ebenen der projektiven Geometrie, die 
ja niemand verwechseln wird, wiewohl auch sie (durch Korrelationen) 
miteinander vertauscht werden kénnen. Fiihrt man eine Transformation 
von G,, aus, so werden die Geraden Y anders vertauscht als die Geraden 
X — man kann sagen, beide Schichten werden durch kontragrediente 
Transformationen vertauscht, wie ihre Bilder. Das Schneiden von zwei 
Geraden X und Y ist eine gegeniiber (G,,, H,,) invariante Higenschaft, 
nicht aber auch thr Ubereinanderliegen. Das Schneiden von zwei Geraden 
X, X’ oder Y,Y’ ist ebenfalls nicht invariant gegeniiber (G,,, H,,). In- 
variant sind diese Beziehungen nur gegeniiber der Untergruppe (G,,, H,,). 

Ferner sind alle Figuren rechts nicht als Orter von ,,Flachenelementen** 
aufzufassen, die man ja, in der Form (x, U) auch in der Geometrie auf 
M; herstellen kann, und nicht einmal als Orter solcher Flichenelemente 
mit orientierter Ebene U, und noch weniger als Orter der zuvor betrachteten 
,orientierten Flachenelemente“ (z,u). Alle Figuren in der Aussage rechts 
sind vielmehr als geometrische Orter, und zwar als Vereine, orientierter 
Ebenen, mithin als Vereine von Blattern zu betrachten — und diese 
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Blatter kénnen bestimmte Beriihrungspunkte haben oder auch nicht. Das 
Haben eines bestimmten Beriihrungspunktes ist fiir ein Blatt wieder nicht 
eine gegeniiber (@,,, H,,), sondern nur eine gegeniiber (Gi H;,) invariante 
Eigenschaft. Daher ist der Begriff der Beriihrung von Vereinen von 
Blattern schar{ zu unterscheiden vom Begriff der Beriihrung von Punkt- 
mannigfaltigkeiten. Zwei orientierte ebene Schnitte von M,, d. h. zwei 
auf M, gelegene orientierte Flachen 2. Ordnung beriihren einander, wenn 
sie ein Blatt, oder, was dasselbe sagt, ein Paar von Geraden X, Y gemein 
haben (X =X’, Y=Y’, nicht X=Y’, Y= X’). Sie beriihren dann einander 
in der Regel auch im gewodhnlichen Sinne, in einem bestimmten Punkte, 
dem Schnittpunkt von X und Y. Wenn aber die Schnittfigur in einen Kegel 
iibergeht, so ist zu bedenken, da dieser Kegel auf zwet Arten einen Verein 
von Blattern bestimmt. Der eine ist der Verein der co*! Blatter, deren jedes 
die M; in einer Erzeugenden des Kegels beriihrt, der andere Verein um- 
faBt aile co*? Blatter, die durch den Scheitel des Kegels gehen. Natiirlich 
sind nur die Vereine der zweiten Art Spezialfalle orientierter ebener Schnitte. 
Zwei solche spezielle Vereine von co** Blattern aber beriihren einander 
immer dann, wenn die Verbindungslinie der zugehdrigen zwei Punkte 
x’, x” auf M, liegt — wenn folglich diese Punkte als Vereine gewohn- 
licher Elemente (x’, U)(x",U) einander iiberhaupt nicht beriihren, und 
wenn zugleich die zugehdrigen Kegel, als Punktérter betrachtet, einander 
in unendlich vielen Punkten beriihren. Die Verbindungslinie der zwei 
Punkte ist hier immer sowohl eine Gerade X als auch eine Gerade Y, 
die sich iiberlagern: Fiihrt man eine geeignete Transformation von G,, 
aus, so wird diese Besonderheit zerstért, und man erhalt zwei orientierte 
ebene Schnitte, die sich auf gewéhnliche Art in einem bestimmten Punkte 
beriihren und zwei verschiedene gerade Linien X*, Y* miteinander gemein 
haben; oder man erhalt einen nicht-singuliren ebenen Schnitt, und einen 
auf ihm gelegenen, als Verein zu betrachtenden und den ebenen Schnitt 
beriihrenden Punkt. Es bilden eben die Ebenen, die M; in allen Punkten 
je einer Geraden beriihren, zusammen mit ihren Beriihrungspunkten nicht 
Vereine (,,Streifen‘*;. Vielmehr sind sie Blatter (analog, aber auch nur 
analog, den Liescher. Elementen). Entsprechend ist die Tangentenfliche 
einer dreifach gekriimmten Kurve auf M, dann, wenn sie ganz auf der 
M; verlauft, nicht els Verein von oo**, sondern nur als Verein von 
oo! Blattern (als Streifen) aufzufassen. 

Freilich braucht man nicht so weitgehende Korrekturen vorzunehmen 
wie hier geschehen, um das Uberlieferte allenfalls ,,zu retten“. Man kann, 
wie Lie, zur Not auf alle ,,Orientierung‘‘ verzichten und von mehrdeutigen 
Transformationen reden, man kann z. B. Elemente (2, u) benutzen, und 


mu8 dann singulare Stellen der untersuchten Transformationen konstatieren 
Mathematische Annalen. 91. 8 
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(vgl. Satz XXIX). Es will mir aber scheinen, daB so eine wesentliche Seite 
der Sache verloren gehen mu8. Es ist dann nicht einmal klar, was es 
heiBt, daB die Transformationen von G,,, H,, eine Gruppe bilden. Und 
iiberdies werden dann alle weiteren Folgerungen der Theorie bei wirklich 
korrekter Abfassung derart mit Hinschrdnkungen zu umgeben sein, daB 
nicht nur ihre Schénheit gréBtenteils verloren geht, sondern auch ihre 
Handhabung sehr erschwert wird. Es entspricht nicht dem Geiste der 
Mathematik, nur die Hilfsmittel benutzen zu wollen, die man zufillig 
gerade zur Hand hat. Wie die Objekte der Naturwissenschaften, so 
existieren auch die der Mathematik unabhangig von unserem Willen und 
unabhingig davon, ob wir sie erkennen oder nicht. Wir sollten also iiberall 
versuchen, unsere Gedanken, und folglich auch unsere Sprache, die Wort- 
sprache wie die Formelsprache, den Tatsachen anzupassen; nur zum Schaden 
der Wissenschaft und dann immer auch zu eigenem Schaden kénnen wir es 
unternehmen, alles, was da ist, in iiberlieferte und vermeintlich fertige 
Denk- und Sprachformen hineinzuzwingen. 

Natiirlich 14Bt sich das Vorgetragene auch so darstellen, da8 auf die Geometrie 
in einem R, nicht Bezug genommen wird. Ich sehe aber nicht, warum man einer 
doch natiirlichen und sehr einfachen Deutung von Formeln aus dem Wege gehen 
sollte, auf die selbst man nicht wohl verzichten kann. Im Gegenteil, wir gelangen 
gerade auf diesem scheinbaren Umwege, d. h. wenn wir nunmehr die Mannigfaltig- 
keit M, wieder in den Raum unserer ,absoluten Flaiche“ projizieren, verhiltnismaBig 
leicht zur Einsicht in den gar nicht sonderlich einfachen Sachverhalt, mit dem es 
die Kugelgeometrie zu tun hat. Wir erkennen dann auch das Wesen einer gewib 
nicht abzuleugnenden Schwierigkeit dieser Disziplin, die dadurch hervorgerufen wird, 
daf die zu betrachtenden Figuren einander sowohl als auch der Theorie selbst ganz 
fremde Figuren in mannigfacher Weise iiberlagern, so daB bei ungeniigender Ausbil- 
dung der Begriffe und des Formelapparats an Fehlerquellen allerdings kein Mangel 
sein konnte. Gruppenfremde Figuren sind nicht nur die Lieschen Elemente, sondern 
auch noch die orientierten Elemente (x, u), wnd iiberdies die schlechthin Kugeln ge 
nannten Figuren der Nicht-Euklidischen (oder Euklidischen) Geometric. 

Wie in dem Vorgetragenen schon enthalten ist, sind, in der Projek- 
tion, die einfachsten Raumelemente der Gruppe (G,,, H 

l. und 2. Die 2-co** orientierten Tangenten X(&) und Y() der 
absoluten Flache. Der Komplex der ortentierten Tangenten iiberlagert 
den Tangentenkomplex der absoluten Fliche doppelt, jedoch so, daB die 
Erzeugenden dieser Flaiche als Verzweigungsfiguren dienen und also nicht 
doppelt zu ziahlen sind. Jede einzelne orientierte Tangente, mit EinschluB 
der eben genannten, tritt dann noch einmal auf, da sie X oder Y genannt, 
d. h. einem Punkte € oder einer Ebene gm des Bildraumes zugeordnet 
werden kann. Hine Tangente (Tangente schlechthin) wird also im all- 
gemeinen von vier der hier zu untersuchenden Figuren iiberlagert, und 
eine Erzeugende der absoluten Flache noch von zweien. 


) die folgenden: 


15? 15 
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Die Bilder der so zusammengestellten Figuren sind Punkte und Ebenen. 
Sie werden untereinander vertauscht durch eine Gruppe y, die besteht aus 
der identischen Transformation, aus den korrelativen Spiegelungen an den 
Komplexen 5,, + 5,,=0, =, — 5,,= 0, und aus deren Produkt, der 
kollinearen Spiegelung an den Leitlinien der absoluten Kongruenz. Alle 
folgenden Figuren werden ebenfalls durch diese Gruppe y oder vielmehr 
durch die thr entsprechende Gruppe g zusammengefaft. Die Uberdeckungs- 
multiplizitéten sind immer vier, zwei oder eins. 

3. Die co*® Blatter (X, Y). Eine Sonderstellung nehmen unter ihnen 
ein oo** Blatter, die ,,im allgemeinen“ noch mit bestimmten Punkten x und 
Ebenen u (singuldren orientierten Elementen) der absoluten Flache ver- 
bunden sind. Dem Bilde (&,q) eines solchen Blattes gehért im allge- 
meinen eine bestimmte Gerade der absoluten Kongruenz an. Das Blatt 
selbst ist, wieder im allgemeinen, Projektion eines geordneten Paares (X, Y) 
auf M;, dessen Schnittpunkt bestimmt ist und im Flach z,=0 der ab- 
soluten Flache liegt. Aber hiervon gibt es Ausnahmen, und diese ent- 
sprechen dem Umstand, da8 das Element (&, m) bei der Gruppe y auch 
weniger als vier Lagen einnehmen kann. 


(a) 2-co®® Figuren. X oder Y iiberdeckt eine Erzeugende der ab- 
soluten Fliche. & oder p liegt auf einer Leitlinie der absoluten Kongruenz. 
Zwei Lagen der Figur (£, ~): (&, ~), (o’ &’). 

(a,) 2-co®® speziellere Figuren. X und Y sind verschiedene Er- 
zeugende der absoluten Fliche. & und @ liegen auf derselben Leitlinie 
der absoluten Kongruenz. Zwei Lagen (¢, q) und (q’, é’). 


(b) co*® Figuren. X und Y iberdecken einander, und sind gleich- 
ortentiert, aber nicht Erzeugende der absoluten Flache. Der orientierte 
Punkt 2 ist unbestimmt (auf einer Geraden), die orientierte Ebene w ist 
bestimmt. Projektionen bestimmter singularer Blatter U. Das Element 


(€,m) bleibt in Ruhe bei der Spiegelung aus Hauptkomplex. Den orien- 
tierten Punkten z entsprechen die Geraden dieses Elementes. Zwei Lagen. 


(c) oo*’ Figuren. X und Y tiberdecken einander und sind entgegen- 
gesetzt-orientiert, aber nicht Erzeugende der absoluten Flache. Der orientierte 
Punkt z ist bestimmt, die orientierte Ebene u unbestimmt. Projektionen nicht 
singuldrer Blatter U, deren Ebenen das Projektionszentrum enthalten. Das 
Element (&,q) bleibt in Ruhe bei der Spiegelung am Nebenkomplex. 
Den orientierten Ebenen u entsprechen die Geraden dieses Elementes. 
Zwei Lagen. 


(a,b,c) 2-co*! Figuren, die Grenzlagen sind der unter (a), (b) 
und (c) genannten Figuren. X und Y iiberdecken dieselbe Erzeugende der 
absoluten Flache. & und @ liegen auf verschiedenen Leitlinien der abso- 

g* 
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luten Kongruenz. Jede dieser Figuren nimmt bei y nur eine einzige 
Lage (&, @) an. 

4. Die co** ,,orientierten Kugeln“. Im allgemeinen iiberdecken diese 
zu vieren eine und dieselbe nicht-singulare ,,.Kugel‘, namlich eine Flache 
zweiter Ordnung und Klasse, die die absolute Flache in einem Kegelschnitt 
beriihrt. Je zwei solche Flachen haben also eine doppelte Beriihrung. 
Aber diese Art des Sich-Beriihrens ist hier gruppenfremd, bei Ausfiihrung 
einer Transformation von G,, oder H,, werden in der Regel nicht auch 
die Beriihrungspunkte einander zugeordnet. Bilder von je vier zusammen- 
gehérigen Kugeln sind vier gerade Linien, deren Inbegriff bei den Trans- 
formationen von y in Ruhe bleibt. Aber in Grenzfallen verringert sich 
diese Zahl. Diese Grenzfille sind: 

(a) co*® orientierte irreduzibele Nullkugeln®); diese liegen, nur zu 
zweien, iiber je einem Kegel, der der absoluten Flache umschrieben ist. 
Projektionen von orientierten Kegeln auf M;, die ihren Scheitel nicht im 
Flache der absoluten Flache haben. Jedes zugehérige Blatt verbindet 
zwei Erzeugende des Kegels, deren eine X und deren andere Y heiBt. 
Vertauscht man X und Y, so erhalt man nochmals dieselbe Nullkugel, 
wenn man aber (in der Projektion) X und Y umkehrt, die andere. Als 
Ort von Blattern (Verein) ist also eine solche orientierte Nullkugel nichts 
anderes als ein orientierter Punkt. Ihr Bild ist eine Gerade (Verein von 
Elementen £, my), die im Hauptkomplex, aber nicht in der absoluten 
Kongruenz liegt. 

(8) co*® ,abgeplattete orientierte Kugeln“, oder Platten, die man 
so erhalt, da8 man einen irreduzibelen Kugelschnitt auf der orientierten 
Flache auf beide méglichen Arten orientiert, und seine damit ebenfalls 
orientierten Tangenten einmal X und einmal Y nennt. Da das auf zwei 
Arten ausgefiihrt werden kann, so liegen immer zwei voneinander zu unter- 
scheidende Platten iibereinander. Jede dieser Platten ist Projektion einer 
nicht-singuldren orientierten Flache 2. Ordnung auf M3, die ausgeschnitten 
wird durch ein das Projektionszentrum enthaltendes Flach. Als Ort von 
Blattern ist eine solche Platte dasselbe wie eine orientierte Ebene. Ihr 
Bild ist eine Gerade, die im Nebenkomplex (=,, — =, = 0) liegt, aber 
nicht in der absoluten Kongruenz enthalten ist. 

(a, 8). co** Grenzfalle der unter («) und (f) genannten Figuren, 
also Ausartungen von orientierten Nullkugeln und Platten. Diese spezielleren 
Figuren treten jede nur einmal auf. Jede kann als Ort von Blattern 
(Verein) sowohl mit einem (singularen) orientierten Punkt als auch mit 


*) Nullkugeln hat man solche Kugeln der Euklidischen Geometrie genannt, die 
den Radius Null haben 
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einer (singularen) orientierten Ebene identifiziert werden. Punkt und Ebene 
gehéren (als Pol und Polare) der absoluten Flache an. Zwei Tangenten 
des entsprechenden ebenen Biischels kénnen beliebig geordnet und beliebig 
orientiert werden. Sie gehéren dann immer derselben Grenzfigur vom 
Typus («, 8) an. Die in dem Biischel enthaltenen Erzeugenden der abso- 
luten Flache fungieren als Verzweigungsfiguren. Bild einer solchen Grenz- 
figur ist irgendeine Gerade der absoluten Kongruenz. 

(y) Zwei einzelne ,,orientierte Kugeln“, die beide die absolute Flache, 
also nun wieder eine nicht-singulire Flache 2. Grades, iiberdecken. Ihre 
Bilder sind die beiden Leitlinien der absoluten Kongruenz. 


Zur weiteren Aufhellung des beschriebenen Sachverhalts mag noch 
die Feststellung dienen: 


Wahrend zwei Kugeln ( Kugeln schlechthin) einander immer mindestens 
zweifach beriihren, einander sogar in unendlich vielen Punkten beriihren 
kénnen, ohne darum ganz zusammenzufallen, kénnen zwei verschiedene 
ortentierte Kugeln (mit EinschluB aller Grenzfalle, auch der absoluten 
Flache) einander héchstens an einer Stelle (in einem einzigen Blatt) beriihren. 


Wird die orientierte absolute Fliche von einer anderen orientierten 
Kugel ,,beriihrt, so iiberdeckt diese letzte ein Lobetschewskijsche Grenz- 
kugel (die hier natiirlich nicht reell zu sein braucht). 


Ein Teil vom Inhalte des zuletzt Vorgebrachten 14Bt sich, wie man ohne weiteres 
sieht, auf eine unbestimmte Dimensionenzahl iibertragen. AuBerdem ergibt sich eine 
unbegrenzte Menge neuer Probleme, iiber deren Lésung noch fast nichts bekannt 
ist. Durch den Lehrsatz XXXI ist nimlich folgende Frage beantwortet, die als Vor- 
bild unbegrenzt vieler Probleme ahnlichen Wortlauts dienen kann. ,,Welche sind die 
Transformationen gerader Linien X auf M; , die aus der Sekantenkongruenz einer 
Geraden (Y) auf M; immer wieder eine solche hervorgehen lassen?“ Stollt man die 
Frage so, so erkennt man ihre Verwandtschaft mit einem vom Verfasser friiher be- 
arbeiteten Problem®™). Um nur noch ein besonders einfaches Beispiel zu nennen, 
mag folgende Aufgabe angefiihrt werden: ,Welche sind die Transformationen gerader 
Linien auf einer nicht-singuliren Ms (n> 8), die ebene Biischel solcher Geraden 
immer wieder in ebene Biische! iiberfiihren?“ Man erhilt nur die automorphen Kol- 
lineationen der M,, ausgenommen in den Fillen n=5 und n=6. Im Falle der 
M; ergibt sich eine Gruppe von 2-00*** Transformationen, die holomorph ist zur 
Gruppe der automorphen Kollineationen einer M,. GréBeres Interesse noch hat wohl 
der andere Ausnahmefall, »=6. Man kommt dann zu einer Gruppe von 6-co*"™ 
Transformationen, deren Theorie auf eine merkwiirdige Art mit der Figur der acht 
Schnittpunkte von drei Flichen 2. Ordnung zusammenhangt, und zugleich eine ein 
fache Beziehung hat zur Kinematik in einem Euklidischen oder Nicht-Euklidischen R, *”). 


%) Geometrie der Dynamen (Leipzig 1893), S. 232 ff. Es ergibt sich dort eine 
Gruppe von ganz anderer Struktur (eine nicht von_,,Beriihrungstransformationen“ 
gebildete Gruppe mit 17 Parametern). 

*) Grundlagen und Ziele der analytischen Kinematik. Sitzungsberichte der 
Berliner Mathematischen Geselischaft 12 (1912), S. 36. 






















118 E. Study. Geometrie der Kreise und Kugeln. 





Kehren wir nach dieser Abschweifung zuriick zu unserer Gruppe G,,, H,,, so 
sehen wir, daB der Lehreatz XXXI uns auch noch zu der Einsicht verhilft, wie die 
Liesche Kugelgeometrie in die Uuklidische Geometrie eingebaut werden kann. Man hat 
dazu das Projekticnszentrum auf die Mannigfaltigkeit M; selbst riicken zu lassen. 
(,Stereographische“ Projektion statt einer zentralen.) An Stelle der 2-c0** Geraden 
X(&) und Y(q@) durch das Projektionszentrum erscheinen dann zunichst nur Punkte, 


nimlich die Punkte eines irreduzibelen Kegelschnittes — des ,absoluten Kegel- 
schnittes* der Euklidischen Geometrie. Indessen lassen sich die Definitionen, denen 
zufolge die offene Punktmenge {z, y,z} durch ,uneigentliche Punkte“ einer Ebene 


erginzt wird, so andern, daS an Stelle des projektiven Kontinuums das natiirliche 
Kontinuum der Gruppe der konformen Transformationen tritt. Dieses Kontinuum 
aber ist eben unsere M; — die genannte Singularitat tritt dann gar nicht erst auf. 


Ich beabsichtige auf diesen Gegenstand, der inzwischen, aber nicht ganz in meinem 
Sinne, schon von Herrn H. Beck bearbeitet worden ist, anderswo niher einzugehen. 


(SchluB folgt.) 


(Eingegangen am 10. 7. 1921. Zusiitze am 25. 9. und 15. 11. 1923.) 


Sopra un teorema di R. Sturm. 
Von 


Filippo Sibirani in Triest. 


1. ,,Gerade eines bedeutenden Mannes Versehen diirfen nicht stehen 
bleiben‘ scrisse R. Sturm*) rilevando alcuni errori di L. Cremona. Ispirandomi 
a queste parole dell’ illustre geometra, mi permetto qui di far vedere come 
un teorema enunciato da lui non sussista. Lo Sturm”) asserisce che, data 
una superficie F ed un suo punto P, se p é la lunghezza dell’ intersezione 
di una sfera di centro P con la superficie F, p’ la lunghezza dell’ immagine 

, 
sferica (secondo Gau8) di detta intersezione, il limite di . , al tendere a 


zero del raggio della sfera, e 


l l as “ae . ‘ 
ove =, jp sono le curvature principali della F in P. 


Sfortunatamente la dimostrazione dello Sturm é errata, come prover; 
con un esempio mostreré poi che il teorema non sussiste e come esso 
debba essere modificato. 

2. Sturm comincia col considerare una superficie poliedrica JJ, di 
cui A é |’ area, ed una superficie J7, ottenuta nel modo seguente. Fissata 
una direzione positiva per la normale a J/, la JJ si compone, innanzi 
tutto, dei pezzi di piano paralleli ed eguali alle faccie di JJ alla distanza h; 
poi per ogni spigolo sul quale si tagliano due faccie w, w’ di IT si con- 
sidera la porzione di superficie cilindrica circolare di raggio h e di asse 
lo spigolo, compresa fra i pezzi di piano di JT paralleli ad w, m’; infine 
per ogni vertice (che non appartenga al contorno se la superficie é aperta) 
si considera la sfera di centro il vertice e raggio h e di essa quella por- 


1) Bemerkung zu Cremonas Abhandlung iiber die Flichen dritter Ordnung, Journal 
fiir reine und angewandte Mathematik 134, S. 288. — Luigi Cremona: Archiv der 
Mathematik und Physik (3) 8. 

*) Kin Analogon zu Gauf’ Satz von der Kriimmung der Flaichen, Mathem. 
Annalen 21, 8, 379—384. 
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zione che é compresa fra i pezzi di piano paralleli alle faccie di [7 che 
formano il vertice e le superficie cilindriche gid considerate relative agli 
spigoli che concorrono nel vertice. 

L’ area della JJ é 
(1) A+hk+h'e 
ove k= yt, rappresentando y la lunghezza di uno spigolo, rt I’ angolo 
delle normali alle due faccie concorrenti nello spigolo e la somma essendo 
estesa a tutti gli spigoli; e— 2(22— 2), in cui Jp é lasomma degli 
angoli delle faccie concorrenti in un vertice e la prima somma é estesa a 
tutti i vertici della superficie poliedrica. 

Ora Sturm dice che se f é una porzione infinitesima di una super- 


ficie curva, f la corrispondente porzione sulla superficie parallela alla 
distanza Ah, sara 
(2) f=fthk+h’e. 

Logicamente si dovra intendere che k ed e rappresentino in (2) cid 
che diventano k ed e della (1) quando si passi al limite sia per il rim- 
piccolire indefinito delle faccie della superficie poliedrica, sia al rimpiccolire 
indefinito della porzione di superficie curva a cui, col primo passaggio al 
limite, tende la superficie poliedrica. 

V’ ha subito da osservare che non si pud asserire, senza opportune 
restrizioni sul modo con cui le faccie della superficie poliedrica tendono a 
zero, che il limite dell’ area A sia |’ area della porzione di superficie in 
cui é inscritta la superficie poliedrica. Cid, come é noto, é stato rilevato 
dal Peano*) e dallo Schwarz‘) quasi contemporaneamente a questo lavoro 
dello Sturm. 

Ammesso poi che |’ impiccolimento indefinito delle faccie della super- 
ficie poliedrica inscritta in una porzione o della superficie F avvenga in 
modo che il limite dell’ area della superficie poliedrica JJ sia o, sarebbe 
opportuno dimostrare che la corrispondente area di JJ tende all’ area della 
porzione corrispondente a o sulla superficie parallela, perché J7 non é una 
superficie poliedrica inscritta che si comporti come la J7.*) Dimostrato 
questo, si potra concludere che 

6=—o+hk,+h’e,, 
ove 


k,=limZyt, e,=lim2(22— 2¢), 








*) Lezioni (litografate) di Calcolo dell’ anno 1882. 

*) Sur une définition erronée de Vaire d'une surface courbe. Gesammelte Ab- 
handlungen, Berlin 1891. 

*) E facile fare esempi in cui i pezzi di piano di /7 non hanno alcun punto in 
comune con la superficie F parallela a F, ma // ha con F' punti di contatto sulle 
superficie cilindriche o sferiche. 
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i limiti essendo presi per il rimpiccolimento indefinito delle faccie della 
superficie poliedrica inscritta in o. Se poi 


k,=lim?, e—=lim* 

> o=0 ad a=0 6 
al restringersi indefinito deJla o intorno ad un punto P della F, denotando 
con do |’ elemento infinitesimo di F contenente P e con dé I’ elemento 
corrispondente sulla superficie parallela, sara: 


dé=do(1+kh+e,h’), 
e poiché d’ altra parte 


/ h \ ‘ h 
dé=do\l t z) (1 — R,/? 


essendo R,, R, i due raggi di curvatura principali in P, si trarra 


k «tenella &. = 7 

“Ere See 
3. Lo Sturm considera poi una porzione infinitesima della superficie F 
intorno a P limitata da una curva p e considera la porzione infinitesima 
di superficie conica che si ottiene proiettando p da P. Osserviamo 
incidentalmente che se questa porzione é infinitesima, non si dovrebbe 
parlare di ulteriore passaggio al limite, come fa lo Sturm. II quale, in- 
dicando con y la lunghezza di una generatrice del cono, con 1 |’ angolo di 
contingenza del piano tangente lungo quella generatrice, con f |’ area della 

porzione di superficie conica, scrive 

(3) | l , Syt 
2”? 


intendendo, con notazione pi precisa, 


d 
“wee Sydr 


— = lim ” 


(4) ole p ; 
RR, Rf foo f 


Ora questa asserzione é arbitraria, perché il limite del secondo membro 
non é il &, dinanzi introdotto. 

Possiamo convincerci dell’ erroneita della (4) con un esempio sempli- 
cissimo. Si consideri una sfera di raggio r, su di essa un cerchio ¢ di 
cui P sia sulla sfera il polo e proiettiamo c da P; il cono abbia I’ aper- 
tura 2m. Il raggio di c é2rcoswsenm, |’ apotema del cono é 2rcosm 
onde |’ area della superficie conica ¢ 4ar*cos*wmsenw. In quanto poi 
a Jrds é qui il prodotto dell’ apotema 2rcos@ per fae e l’integrale é 


he lunghezza del cerchio tagliato sulla sfera di raggio 1 dal cono formato 
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dalle parallele alle normali al cono in ¢ condotte per il centro di detta 

sfera, cioé 2acosm; ne segue 
. fyrdr 4arcos* w 1 
lim +”* = 
f=0 i , 42 7r* cos* w sen w r 


9 
e non — come indicherebbe la (4). 


Rileviamo un ultimo errore nelle considerazioni dello Sturm. Sup- 


posto y costante (in altre parole, supposto che p sia una curva sferica 


di centro P), essendo f=iy* Sq, dalla (3) Sturm passa alla 
1 1 - at 
2 \R, R, I 


giacché y2@ é la lunghezza p della linea p; il numeratore del secondo 


membro é la lunghezza della curva che su una sfera di raggio 1 generano 
le parallele condotte per il centro della sfera alle normali al cono nei 


punti di p. Ora Sturm conclude che indicando con p’ I’ immagine sferica 


di P; e 
l l l »’ 
a \ t lim 4 : 
é \R, R, Pp 
Perché questa conclusione sussistesse occorrerebbe che fosse sempre 
fdr 
lim ?— ] 
p 
al tendere di y a zero, mentre cid non é. Basta tornare all’ esempio 


fatto sopra. L’ immagine sferica di c é lunga 4a2senw cosa, I’ integrale 
a numeratore é, come abbiamo visto, 22cosmw, onde 


Sdx 


‘ 22 COB @ ] 
» 2. lim 
p 


lin =. 
42 cOsS @ sen w@ “ 

y=0 m 

o 


4. Mentre nei paragrafi precedenti abbiamo dimostrata erronea la 
dimostrazione dello Sturm, facciamo ora vedere, con un esempio, che il 
teorema enunciato dall’eminente geometra non sussiste. 

Si consideri il paraboloide con il vertice nell’ origine O delle coordinate 
(5) z=azx*+ by’ 

e la sfera di centro O e raggio « 
(6) x= ecosmsen?, y = esengsen?, z=ecos#. 


Sostituendo le (6) in (5), dopo aver posto 


acos* @ + bsentg = A, 


si trova 


eAcos*# + cos? —eA 
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da cul : 3 
—1+V 144° 4° 


C 
i = a 
cos eA 


ed allora le equazioni dell’ intersezione del paraboloide (5) con la sfera (6) 
sono 
V 2 cos V y 1+42*A*—1 
= 2A 
_y¥2seng V7) 1 +42°A*—1 


y= 2A 


—14+V1+4e7A" 
2A ; 


. 
Sviluppando per le potenze di « si ha 


[ ee, 
z=ecosy|1—=A +... 


y = eseng|1 — yA t+... 
z=e*A[l — e* A’ +...) 
e derivando rispetto a 
’ . 


a’ =e|—seng — A—{5(a — b)sen*p + (4b — 5a)seng} +...| 


9 


o 


y’ = | cosp ~ A~{5(a —b) cos® y + (5b—4a)cosp}+... 


, 


z’ = 2e7(b—a)cosmseng+.... 
Ne segue ok ieee 
V2"? 1 y"? tL 2’? =— eV 1 +e7Q,. 
Se, con la notazione di Sturm, indichiamo con p la lunghezza della 
detta intersezione fra sfera e paraboloide, 


e=0 * 


2x 
lim 2 lim [ V1 + e*Q, dg = 2a. 
e=0 
0 


I coseni direttori della normale in un punto del paraboloide sono 
2azx 2by i oe 
V1+4(a*2x*+4 b*y*) V1 +4 (a%at+b*y?) V 144 (a*x*+b*y*) 
epperd le coordinate di un punto della rappresentazione sferica dell’ inter- 
sezione precedente (supposto il centro della sfera unitaria nell’ origine O ) sono 


; . 
2ascosy |1—-> A ++. 


= 2 tee 
— = 2aecosey + 


wre 


= - —— — = ~ ——— i _— 
/ 1 + 4e*(a* cos* p + b* sen*¢) t -- 5 A’ +... 
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2beseng fi-Sa° +. | 
8 





= — —————E ———= > = 2besenp+... 
V/ 1+ 408 (at con® ¢ + b* sen* 9) [1- ott.) 
f= — 1+ 2e"(a*cos* p + b* sen*p) + 
Derivando rapporto a ¢ si ha 
é’ = — 2aeseng+... 


n =2becosp+. 
tC’ = 4e*(b—a)sengoosp+... 
donde 
V e924 9/2 4 0/9 — eV a*sen*@ + b* cos*g + 2Q,. 


Se indichiamo con p’ la lunghezza dell’ immagine sferica dell’ intersezione 
fra sfera e paraboloide 


a” —2lim f Vareen sen 29+ bc cos tp +4Q,dp—2 f Varo sen* » +- b* cos os* pd 
0 e=0 0 


e quindi 


(7) lim = LV ateate FB cos? °*odg= a ? , - dy 


R; 


essendo E E le curvature principali, curvature delle sezioni del parabo- 


loide coi piani y=0, z = 0 rispettivamente. 

Se si considera una superficie qualunque F,,’ si potra considerare il 
paraboloide avente un contatto di secondo ordine con essa nel suo punto P; 
poiché il limite del rapporto delle due lunghezze p’, p considerato dallo 
Sturm dipende solo dall’ intorno di secondo ordine del punto P, il risultato 
contenuto nella formula (7) valido per il paraboloide, vale per la super- 
ficie F se P é un suo punto non singolare. 

Il risultato, cosi rettificato, coincide con quello di Sturm solo se P 
é un ombelico della superficie F. 

Si pud, infine, osservare che in luogo della sfera di centro P si pud 
considerare un cilindro circolare di asse la normale in P, ed il risultato (7) 
permane. 


Trieste, 19 marzo 1923. 


(Eingegangen am 33. 3. 1923.) 


Uber die Torsionszahlen von Produktmannigfaltigkeiten. 
Von 
Hermann Kiinneth in Berlin. 


1. Bei den von Steinitz*) zuerst untersuchten, durch eine A:t Multi- 
plikation aus Mannigfaltigkeiten p-ter und qg-ter Dimension entstandenen 
(p+ q)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, die Steinitz deshalb Produkt- 
mannigfaltigkeiten nennt, liegt die Vermutung nahe, da8 ihre topologischen 
Invarianten vollsténdig durch die topologischen Invarianten ihrer Faktoren 
bestimmt sind. Fiir die Bettischen Zahlen hatte ich dies schon in einem 
friiheren Beitrag nachgewiesen*), auf den auch wegen der hier verwandten 
Bezeichnungen verwiesen sei. Hier soll nun auch der Nachweis fiir die 
Torsionszahlen*) erbracht werden. Wahrend es sich dort vor allem um 
die algebraische Aufgabe handelte, den Rang einer aus zwei Matrizen- 
systemen in bestimmter Weise zusammengesetzten Matrix zu berechnen, 
sollen hier die Elementarteiler dieser Matrix bestimmt werden. Der Rang 
wird sich auch hier zugleich mit ergeben. 

2. Gegeben seien von einer p-dimensionalen Mannigfaltigkeit A und 
einer g-dimensionalen Mannigfaltigkeit B die Anzahl der Zellen, namlich 
«, Zellen n-ter Dimension ay (r, =1,...,¢,; n=0,1,...,p) mA und 
B,, Zellen m-ter Dimension 67° (s,,=1,...,8,; m=0,1,...,g) in B 
und auBerdem die Poincaréschen Berandungsrelationen (Kongruenzen) *): 


n-—1 
’ -_ ’ n m-1 . ¢ 
(1) Or => D ltata—1 F——1 [r, =1,2,...,@,;n=1,2,...,p] 
f_-3=1 


*) ,Beitriage zur Analysis situs.“ Sitzungsberichte d. Berl. Math. Gesellsch., 
7, 8. 42 ff 

*) ,Uber die Bettischen Zahle. vor. Produktmannigfaltigkeiten.“ Math. Ann. 90, 
S. 65—85. 

%) Poincaré: ,Second complément a l’analysis situs.“ Proceed. Lond. Math. Soc. 
32, S. 301; Tietze: ,Ober die topologischen Invarianter mehrdimensionaler Mannig- 
faltigkeiten“*. Monatshefte f. Math. u. Phys., 19, S. 53 ff. 

*) Poincaré: ,Compl. a l’analysis situs“. Rend. d. circ. mat. di Palermo 18, 8S. 291. 








»n) 


,m) 
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bzw. 

9 m Pa m lle 9° “ 9 

(4) b, > ts Net, “On —1 [s,.= 1,2,...,8,,; m=1,2,...,q]. 
§m—1>=1 


Die zu Zellen n-ter Dimension von A, bzw. m-ter Dimension von B 
gehérigen Relationen (1), bzw. (2), sollen fernerhin mit (1,2), bzw. 


(2, m), bezeichnet werden. 


Die Matrix E, =|| er, 7, _, || (ta=1,--+> 3 %,-1 = 1,---,@,_,) habeden 
Rang @,, die Matrix H, = | Nee ons (8, =1,...,8,.38,-,=1,.-.., 8-3) 
habe den Rang £,,. 

Zwischen den Elementen der Matrizen E,,, und E,, bzw. H 


mt1 


und H, bestehen dabei die Beziehungen’*): 


a 

. n+1 n 

y’ é . £ = 
— “Taii’n 'n’n—-1 
7,73 


1 m 


v n™t ) 
= ms a %as ems Sg —s 


LBnag 1, 00g Baas Gang = 1,--- 8-,3 B= 1,..-.(g — I}. 
Diese lassen sich auch schreiben in der Form: 
(3) E.,,-E,—0[n—1,...,(p—1)]; H4,-H,=—0 [m=—1,...,(¢—1)]. 
0 bedeutet dabei eine Matrix, deren simtliche Elemente Null sind. Ist 


d, der gréBte gemeinsame Teiler aller i-reihigen Unterdeterminanten von 


‘ d 

E., so sind —— 
n * 

t-1 


rege e 
tarteiler von E,. Sie seien w, . [1,_, = 


(¢=1,...,@,), wobei d, = 1 zu setzen ist, die Elemen- 


1,2,...,@,]; analog erhalt 
: : — : m . ‘ 
man die Elementarteiler von H,,; sie seien y,,_, [8,-, = 1, 2,--+5 By] 


E., bzw. H, kann man immer unimodular transformieren in 


n z all m i436 
Q. Writ, \|> baw. P= || Ween, ||» Wovel®) 
oe - n 
fir r, Sa, —@,:0, ,,=9, 
— 7 4 oe ° ag = 
r,>¢,—&, und r, +a, —@, +17, 1: @,7,_,=9, 
~~ d i . n — " 
> a, — «, un c. = «,, _ a, — v. a“ Da, -attn—1 ma Or, 9 


= 0, 
8,, > Ba — By Und 8, +B — B+ 85-1: Vemtm-, = 9 

R . m 
8,, > B,, — B,, und 8, = B, — By + 8q—1 Vlg —Pm tigi ?m—i = Yim 
5) Poincaré: ,Compl. & l’anal. sit.“, 8. 292. 
*) Fir die Durchfiihrung des folgenden Beweises mu diese Anordnung der 


Elementarteiler in den Matrizen 2, und &%,, der sonst iiblichen in der Diagonale 
vorgezogen werden. 


baw. fiir 8, < By, — Bm: Ven 


®m—1 
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Es ist also Q,=— P,-E,-Q, und V, = R,,-H,-S,,, wobei P,, Q,, R,, 
und §,, quadratische Matrizen sind von beziehungsweise «,,«,_,, 8,,, B,.—4 
Reihen, deren Determinanten den Wert +-1 haben. 

Die von +1 verschiedenen Zahlen w,, | und yw,” _, sind die Torsions- 
zahlen (n —1)-ter bzw. (m —1)-ter Ordnung von A bzw. B.’) 

Den transformierten Matrizen 2, bzw. VY, entsprechen die Relationen 


v 


, n ‘ f { ; . 
(1a a, =) 0 [r, =1,...,(@ —@); m=1,..., p), 
‘n n “wn—1 7 : 
Gay—agt+ty—1 > Wy, Frys L'n-1— 1, .. +, &,; n=1,...,p], 
ro (> ... a : : 
(2,m 5 >0 [8 =1,--+» (By —By)s m=1,...,9], 


m vomWs fe : = ] 
bs 3a + Bag > Ven, ems [s,,-,=1,.-.,8,; m=1,...,q]. 


‘ , ” ” . 
Die a,”,a,.”*, b,”, 6,” .* sind aus den Zellen von A bzw. B zu- 
n nm—1° “m m—1 y : i ‘ . 
sammengesetzte Gebilde, und zwar ist, wenn man die einspaltige Matrix 
g ; 
a : : Bs x 
ay || (r,=1,...,@,) mit A, bezeichnet, || 5, || (s,,=1,...,8,,) mit B,, usf.: 
3) A,=P,-Ag; Ay .An-13 Ba=Re-Bu; Ba-1:=S,'B 
(0 fin n°4in» 44n-1 Qn *4in—1> m= ttm* Dm; m—1 Om m—1- 
3. Bildet man nun nach der von Steinitz*) angegebenen Weise die 
Produktmannigfaltigkeit C= A-B, so entsprechen den /-dimensionalen 


Zellen von C eineindeutig alle Kombinationen von n-dimensionalen Zellen 


Pp 
von A mit (/—n)-dimensionalen Zellen von B. Man erhalt y, = Sa, f,_,, 
n=0 
|-dimensionale Zellen; sie sollen bezeichnet werden mit ay, b,” [r, =1, ...,0,3 
8, =1,...,8,; n=0,...,p; m=l—n]. 


Die Berandungsrelationen der /-dimensionalen Zellen von C sind’*): 


en—1 Bm-1 ce 
- n m 7 n n 1 m n ’ m n = 
_ ‘ > + (— s . 
1,m,M) Gy by => DS lrarg 1 Fry, Otm a” 4 Win 
',—-4>1 8m— 1 1 
Fr wel,...9G5 0, ml, ... 8. 


n=0,...,.9; m=l—n 
| Pp 


Alle fr» und Ns, 2_, sind dabei gleich 0 zu setzen. 

Die Koeffizientenmatrix dieser Relationen werde bezeichnet mit M,. 
Ihre Elementarteiler, welche von +1 verschieden sind, sind die Torsions- 
zahlen (J —1)-ter Ordnung von C. Um diese zu bestimmen, soll M, 
unimodular so transformiert werden, da nur noch in der Diagonale von 
Null verschiedene Elemente auftreten. 


7) Poincaré: Sec. compl. & anal. sit., a. a. O. S. 301 ff. u. S. 281ff.; Tietze: 
a. a. O. 8. 53 ff. u. S. 37. 

%) A.a. O. S. 44. 

%) Uber die Bettischen Zahlen von Produktmannigfaltigkeiten“, a. a. O. 8. 69. 
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4. Zur Vereinfachung der Darstellung soll von folgenden Bezeichnungen 
Gebrauch gemacht werden: 

a) Ist P=||p,,|| (¢=1,...,2; k=1,...,2’) und Q=|I/q,,]| 
(l=1,...,0; m=1,..., 0’), so wird nach Hurwitz”) unter P< Q eine 
Matrix verstanden von xg Reihen und z’o’ Spalten von folgendem Aus- 
sehen: Werden die Reihen in a Abteilungen zu je 9 Reihen und die Spalten 
in 2’ Abteilungen zu je 9’ Spalten eingeteilt, so ist die von den Reihen 
der i-ten Abteilung und den Spalten der k-ten Abteilung gebildete Unter- 
matrix gleich der Matrix Q, bei der jedes Element noch mit p,;, multipli- 
ziert ist. Sind R und S zwei weitere Matrizen, so gilt die Regel 


(P <Q)-(R “ S)=(P-R) o (Q-8). 


b) Wird die quadratische Matrix P von a Reihen gerandert durch 
Hinzufiigen von « Reihen oben und » Reihen unten, von yu Spalten links 
und » Spalten rechts, wobei alle hinzugefiigten Elemente mit Ausnahme 
der in der Hauptdiagonale stehenden gleich Null und diese gleich 1 sind, 
so soll die so geranderte Matrix mit ,,P,,, bezeichnet werden. 

Wird eine Matrix G von (yu + 2 + v) Reihen transformiert in ,,,) P,.)-G, 
so andern sich nur die Elemente der Reihen «+1 bis w+ 2, und zwar 
wird jede aus diesen Reihen und beliebigen Spalten gebildete Untermatrix 
U von G transformiert in P-U. Entsprechend unterscheidet sich H-,, P,,), 
wobei H eine Matrix von (u-+-2-+¥) Spalten ist, von H nur in den 
Elementen der Spalten 4 +1 bis u-+-2, und zwar ist jede aus diesen 
Spalten und beliebigen Reihen gebildete Untermatrix V gleich V-P. 

Daraus folgt auch (;,)Pj»))* = «Po: 

5. Die /-dimensionalen Zellen von C und damit die Reihen und Spalten 
von M, sollen so geordnet sein, daB alle Zellen, deren Faktor aus A von 
der gleichen Dimension ist, zur gleichen Stufe gehéren. Es gibt demnach 
(p +1) Stufen. Es kénnen auch leere Stufen auftreten, d.h. solche, welche 
keine Zellen enthalten, namlich, wenn /< p und n>, oder, falls man 
pq annimmt, wenn />q und n</l—g. Jede Stufe sei wieder in 
Abteilungen eingeteilt, wobei zu der gleichen Abteilung die Zellen gehéren, 
die den gleichen Faktor aus A haben. Die Zelle a; he ist also die s,_,-te 
Zelle der r,-ten Abteilung der n-ten Stufe. Die n-te Stufe enthalt a, Ab- 
teilungen und jede ihrer Abteilungen £,_,, Zellen. Ebenso wie die Zellen 
werden die dazu gehdérigen Relationen (7,,/— mn) und die Reihen von 
M, in Stufen und Abteilungen eingeteilt, desgleichen die Spalten, die ge. 


1) Zur Invariantentheorie“, Math. Annalen 45, S. 389. Betreffend die Trans- 
formationen ganzzahliger Matrizen sei auch verwiesen auf Veblen u. Franklin: On 
matrices, whose elements are integers, Annals of mathematics (2) 23, 1, 8.1. 
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ordnet werden nach den Zellen, bei welchen ihre Elemente in (7, n, 1 — n) 
als Koeffizienten stehen. 


Aus (7,,1—n) ist dann ersichtlich, da8 in den Reihen n-ter Stufe 
nur die Elemente der Spalten (mn —1)-ter und n-ter Stufe von Null ver- 
schieden sind. Bezeichnet man die von den Reihen n-ter und den Spalten 
n'-ter Stufe gebildete Untermatrix von M, mit [n,n’] und mit J die 
Einheitsmatrix, so ist: 


[n,n’]}=0 fir n’+n—I1,n 
[n,n—1]=E,xJd eur et ee 
[n,n] =J>x<H,_, 


6. M, soll jetzt unimodular so transformiert werden, daB an die Stelle 
der «7 ,, , und m4, _, beziehungsweise die w,,, . und yr, _. treten. 
Die so transformierte Matrix hatte man auch erhalten, wenn man die 
Relationensysteme (1’) und (2’) an Stelle von (1) und (2) der Produkt- 
bildung zugrunde gelegt hatte. Man wird dabei vor folgende Frage gestelic: 
Wenn durch Zellteilungen und Zellvereinigungen A und B in die homéo- 
morphen Mannigfaltigkeiten A’ und B’ verwandelt werden und A’. B’ = C’ 
ist, kann man dann immer durch Zellteilungen und Zellvereinigungen C in 
C’ verwandeln? Aus der spaiter angewandten Beweisfiihrung folgt, daB diese 
Frage zu bejahen ist, wie ja wohl auch zu erwarten ist, wenn der Produkt- 
bildung iiberhaupt eine topologische Bedeutung zukommen soll. Man kann 
also bei der Bildung von C von beliebigen zu A bzw. B homéomorphen 
Mannigfaltigkeiten ausgehen. Die Relationen (1’) und (2°) stellen aber 
keine Beziehungen zwischen Zellen und deren Berandung dar; denn die 
~) Beate te —— sind aus Zellen zusammengesetzte Gebilde, die Eigen- 
schaften haben kénnen, die dem Zellencharakter widersprechen. Sie brauchen 
z. B. nicht zusammenhangend zu sein, von den a,” (r,=1,...,¢,) kénnen 
die einen echte Teile der anderen sein, sie kénnen (nm —1) dimensionale 
Zellen enthalten, die mit mehr als 2 in a,” enthaltenen n-dimensionalen 
Zellen a;, von A inzident sind usf. AuBerdem sind die a,” bzw. 6” 


nicht notwendig mit den _— bzw. tha identisch, was fiir die Produkt- 
bildung erforderlich ware. Im Laufe des Beweises wird aber gezeigt 


werden, daB man die a,” bzw. 6,” immer so wahlen kann, daB dies der 
Fall ist. 


7. Die Transformation von M, sol] stiickweise vorgenommen werden. 
Zunachst transformieren wir M, unimodular fiir einen beliebigen festen 


™) Dabei ist, je nach dem Werte von |, von den beiden Werten |— gq und 0 der 
gréBere und von | und p der kleinere Wert zu nehmen. 
Mathematische Annalen. 91. 9 
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Wert n=n so, dab [n,n] =—=Jx=¥V_, wird. Es seil—n=—m. Wir 
bilden dazu 
uJ _ Ran) * Maro J < Sa a) = M;. 


Dabei ist zu setzen 


a-1 Pp a-1 D 

ining. ‘ ae ° —, : = 7 
w= Sa, f,_,; eee: _— a, 8, n? o= Sa, B, m-i? dave > «, By. : 

n=0 n=nt+1 n=0 n=n+1 


M; unterscheidet sich von M, nur in den Elementen der Reihen 7-ter Stufe 
und in den Elementen der Spalten n-ter Stufe, und zwar wird: 


(n,n —1]=—(J x R,,)-(E, =x J) = Ex = Ry, 
[n,n] =(J >= R,)-(Jx<H,)-(Jx 8,)=Jx R,-H,-S8, =—Jx< ¥,, 
(mn +1, #) = (Egy: < J)-(J x S,,) = Exas =< Sm. 


[%,”]| hat also die gewiinschte Form, wahrend die in [n, 7% —1] und 
[%-+1,%] auftretenden Matrizen R, und S,, wieder zum Verschwinden 
gebracht werden miissen. Dies geschieht durch: 


wT >< Sin") Mz + 00(F >< Ra" )or) = My 


Dabei ist 
P " v , = Pp 
= Y . —_—- ’ ° — 7 C _ _ 7 P 
Bb = Dt, By 43 y p2 @, B,_»3 Q = D' a, By 4-13 0 = S'a,B,_-1- 
n=0 n=n+?2 n=0 =a 


Es andern sich dann folgende Untermatrizen: 
|= a Ho+1):(J < Ra) = J >< Hey Ra’ = J >< Hess, 
] < Ry)-(J =< Ra’) = E; < J, 

etal vel *)-(Ex+a < Sa) = Ess <J, 
-1] = (J > Sz")-(J = H,-,;) = J >< Sp'-He-, = I< He-1- 


wai n—1 


| 


»n—l1 


[n+ 
[n,m — s und {nm -+-1,%] haben also die urspriingliche Form wieder an- 
genommen. 

Wegen (3) ist nun 


, 


Hoa: Po = Hur Re >Re He Sn = 0, 

P,-Ho_. = Re-He-Su-Sq'-Hy-1 = 0. 
Ist also H,,,= Sactat ls Hoo = Nat ||, 80 bestehen die Be- 
ziehungen : 


‘m+1 
ed Nem sate Pontes = 0 
n= 


(8,41=1, o++s Bu tai 8,-,=1,..-) 8-1); 


Bu—1 


; = Vim ® m Pa = 0 (= # sees B..3 8-3 =1, os 09 Bea 
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Daraus folgt wegen (5, m): 

(8) Nee =0 (Seas =1,--+s Bagad 8m = Pua — Ben +1, - «+ By): 
(9) ten, = 0 (a... emily .ccgfied Guan” bndi tele 


Es enthalten also in H..., die letzten £,,Spalten und in H,,_, die ersten 
8, Reihen nur 0 als Element. 

8. Die geometrische Bedeutung dieses Resultates ist folgende: 

Der transformierten Matrix H,.,; = Hmsi-Rm’, baw. Hy—1 = Sp -H—1 


entspricht wegen (6) das transformierte Relationensystem (2, m+ 1) bzw. 
(2, m— 1): 


(10) > Ps tenes %e bam (8n+1 = 1, siipthlie Ba+s) 
bzw. 
vt1m—1 Pm—a ‘m—-1 m—2 
(11) a =) a a 14*m—2 » Pon —2 \ Sn - ba I, -+ +» By-1)- 
&m—2=1 


Die rechten Seiten von (10) miissen als vollstindige Berandungen 
kongruent Null sein. Da die 6,” (s,,=1,...,(B,, — B,,)), jedes fiir sich, 
kongruent Null sind nach (2’,m), so mu8 auch 


Om , , 
(12) S Hee (4..,21.- sR 


*m+14m ~*m 
#m=Pm—Pmtt 
sein. Da aber die b,™ (s,, = B,, — B,, +1, .--, 8.) Voneinander unabhangig 
sind, ist (12) nur erfiillbar, wenn alle Koeffizienten verschwinden. Dies 
gibt (8). 


Nach (2’,m) sind andererseits die Nong (s,._,=1,..-, B,) ge 
schlossene, zweiseitige Gebilde, also kongruent ‘Null. Die rechten Seiten 
von (11) fiir s,_,=—1, iy: miissen daher identisch Null sein. Dies 
gibt (9). 

Da die von Null verschiedenen Elemente von ,, nur in den 


ersten f,,, Spalten auftreten und (f, — f,,)— Bs, = pf—1>0,"%) 
kann man immer H,,,, unimodular transformieren in Y,,, durch 
Rts*Hm+1*Sunt1 Gy)» wobei Sn+i Gy) durch Randerung in der oben be- 
schriebenen Art aus einer quadratischen, (8, — f,,) reihigen Matrix S,,,, 
entstanden ist. 

Dann ist: 


Pau = Reis Hm+a* Sts _ Rast Ho+1* Sets Gq) 
= Rasr'Hoes: Re’ Sin+t Gig) 


*) ps bedeutet die Bettische Zahl m-ter Dimension von B. Poincaré, Compl. 
& Panal. sit., a. a. O. S. 299. Tietze, a. a. O, 8. 35. 


g* 








Also: 


Sari = BR,” 


Daraus und aus (6) folgt weiter: 


By 


= Sai: Bu 


= §'- 
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Ra Bs 


peed 


, 
‘Sm+1 By) a 


eT thre, 


m+1 (By) 


, 


‘By. 





. Setzt man demnach bei der Transformation der Relationen (2, m) 


ee 1 By) 


R,, an Stelle von R,,, so werden die b,, mit den b,, identisch, 


wahrend sich Y, nicht andert, da die ersten (8, — £,) Reihen von V, 
nur Null als Element enthalten. 


Hass 


Matrix ist. 


9. Die Matrix M/’ 
und zwar sollen die Untermatrizen [n — 1, 
transformiert werden inJ>=< PV _, 
fiir [n,#%] in Abschnitt 7 beschriebenen Weise, 
n, R,, und S,, zu setzen ist: n — 1, Russ, Satie) baw.%+1, g) R. 


moge 


, 


unimodular 


in 


Pa— 


, baw. Ix ¥, 


transformiert werden 
Gy» Rn-1*Hm-1*Sm—1> wobei Rj, eine quadratische, (8,-, 


durch 


— Bm) reihige 


soll nun wieder unimodular transformiert werden. 
n—1]} und [n+1, n+1)} 
.,- Dies geschieht in der 


nur daB an Stelle von 


y 
m-1)Sm-1- 


Zu beachten ist nur, wie sich durch diese Transformationen {n, ] andert. 
Man erhilt: 


(J x 


g 


m+1 Bm) 


)-(J x 


a) (I >< Gy Rene 


i)=J~x< 


_ a 


denn in Y, andern sich durch PSA By? Pa" ‘GqpRn-1 nur die Elemente der 


— B,,) Spalten; diese sind 
[n,n] wird also durch die weiteren Transformationen der 
Gesamtmatrix nicht mehr geandert. 


ersten (8, — 8,,) Reihen und der letzten (£ 
aber alle Null. 


Man 
(m= 1, 


m1 


kann also stufenweise fortfahrend alle in M, auftretenden H, 
--,@) transformieren in ¥_, wahrend die E, (n= 1, 
geandert bleiben. 


-+5 p) un- 


Diese kénnen dann in ganz entsprechender Weise in 


die 2, unimodular transformiert werden ohne Anderung der ¥,; denn M, 


war in den ¢, , -, und 9. 


kennt, 


®m—1 


ganz symmetrisch gebildet, wie man er- 
wenn man innerhalb der Stufen die Einteilung der Zellen in Ab- 


teilungen statt nach den Faktoren aus A nach den Faktoren aus B trifft. 


[n,m] erhalt dann die Form H,_, >< J und [ 
10. In unserer Matrix — sie sei bezeichnet mit M, 
jetzt nur noch die w, und wy" 
n—1 ™m—1 


auf. 


n,n—1] die Form J x 


E.. 


treten also 


als von Null verschiedene Elemente 


Wenn in jeder Reihe und in jeder Spalte sich nur noch ein von Null 


verschiedenes Element befindet, ist unser Ziel erreicht, da sich dann diese 
Elemente immer noch in der Diagonale ‘anordnen lassen. Diese Matrix, 


die man schlieBlich so erhalt, sei M, genannt. 
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Betrachten wir daraufhin die Matrix M.. 


Jede Reihe enthalt kein, ein oder zwei von Null verschiedene Ele- 
mente, in letzterem Falle sind dies ein w,,_, und ein * ae und diese 
sind die einzigen von Null verschiedenen in ihren Spalten. 

Jede Spalte enthalt kein, ein oder zwei von Null verschiedene Ele- 
mente, in letzterem Falle sind dies ein w,,_, und ein yi-*** und diese 


l-n 
sind die einzigen von Null verschiedenen in ihren Reihen. 


Jedes Wertepaar der einen oder anderen Art liefert seinen gréBten 


gemeinsamen Teiler fiir die Diagonale von M.. 

Im einzelnen ergeben sich folgende Werte, wobei immer Pn <ns ” 
zu nehmen ist: 

I. Nur ein von Null verschiedenes Element, das zugleich das einzige 
von Null verschiedene seiner Spalte ist, enthalten von den Reihen n-ter 
Stufe 


a) die letzten f,_,, Reihen der Abteilungen (Z,,, +- 1) bis (a, — @,), 


und zwar treten hier die Elemente ele (eo, 04 Saco Pee) 
(a, — @, a )-mal auf, 

b) die Reihen (8,_,,,-+1) bis (f,_, — B,_,) der letzten @, Abtei- 
lungen, und zwar treten hier die Elemente m,, | (r,_1,.-+-,@) Je 


(B,-. — By» — By» +)"mal auf. 


II. Zwei von Null verschiedene Elemente enthalten von den Reihen 
n-ter Stufe: die letzten £,_, Reihen der letzten @, Abteilungen, und zwar 
treten alle Kombinationen auf von w, _ ao 


l-n—1 
84-1 = 1,.--, Bj_,)- 


III. Von den zwei von Null verschiedenen Elementen einer Spalte 
n-ter Stufe befindet sich das eine in den letzten f,_, Reihen der ersten 
@,,, Abteilungen der Reihen n-ter Stufe, das andere in den ersten ,_,, 
Reihen der letzten @,,, Abteilungen der Reihen (n- 1)-ter Stufe. Es 
sind alle Kombinationen von y,"__ (s,_,-,=1,...,8,-,) mit wn” 


'n 
(v7, = 1, ..+, & 4,3). 


1 (%a-1 = 1,.--,@,) mit y 


%i—n—1 


11. Die Zahl der von Null verschiedenen Diagonalelemente in M, und 
damit der Rang von M, und M, ist also**): 





1%) §. Anm. "). 


*) Es ist dabei, um fiir jeden Wert von / geltende Formeln zu erhalten, zu 
setzen: 


«,=0 fir n<0; n>p; ~,=0 fir m<0; m>¢q 
=O fir n<0; n>p; ~,=0 fir m<0; m>gq; siehe auch ,Uber 
die Bettischen Zahlen einer Produktmannigfaltigkeit.“ a. a. O. S. 68. 
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a P - - 
ma DS ((«, Kit .- @.41)hi-w + (B,-.— B,-4— Bi -041)°% + @,B,_. 


n=0 - 
js + %,4.°h_.] 
= 5(@, B;_. + 0, By — & Byn — & Brn 4). 


a=0 


12. Die Torsionszahlen k-ter Ordnung von C sind die von +1 
verschiedenen Elementarteiler von M,,, oder, wenn man Elemente vom 
Werte +1 aufer acht laBt, von einer Matrix K, die nur in der Diago- 
nale von Null verschiedene Elemente hat, und zwar, da («, — @, — @,,,,) 
= PS — 1:%) 


(P, — 1)-mal die Torsionszahlen (k — n)-ter Ordnung von B (n=0,..., p), 
(P{_,—1)}-mal die Torsionszahlen n-ter Ordnung von A (n=0,...,p), 


die gréBten gemeinsamen Teiler aller Kombinationen der Torsionszahlen 
n-ter Ordnung von A mit den Torsionszahlen (k —n— 1)-ter Ordnung 
von B(n=0,..., p), die grépten gemeinsamen Teiler aller Kombinationen 
der Torsionszahlen n-ter Ordnung von A mit den Torsionszahlen (k — n)-ter 
Ordnung von B (n=0,..., p). 

Damit ist gezeigt, daB die Torsionszahlen einer Produktmannigfaltig- 
keit sich berechnen lassen aus den Bettischen Zahlen und Torsionszahlen 
der Faktoren und zugleich ein einfaches Verfahren angegeben zu ihrer 
Bestimmung. 

13. Um ein Beispiel anzufiihren, seien die Torsionszahlen berechnet 
von der Mannigfaltigkei:t der reellen Flichenelemente im projektiven dret- 
dimensionalen Raum R,, wobei unter einem Flachenelement die Kombi- 
nation einer Ebene mit einem in ihr liegenden Punkt zu verstehen ist. 

Wie Steinitz in seinen anfangs zitierten ,,Beitragen zur Analysis situs“ 
gezeigt hat, ist diese Mannigfaltigkeit aquivalent dem Produkt aus dem 
projektiven Raume R, und der projektiven Ebene Z,. Wir haben also 
A=E, und B=R, m setzen und erhalten, da’*) Pj = P} = Pf = 2; 
Pi = Py — Pf — Pf —1 und die auftretenden Torsionszahlen w? = y? = 2 
sind, fir C = E, R,: 

Torsionszahlen erster Ordnung: 2,2, 


” zweiter ” 2. 
. dritter ” 2, 
” vierter ” Zz 


%) S. Anm. *). 
*) Unter Beriicksichtigung der Festsetzungen in Anm. ™). 


(Eingegangen am 25. 2. 1923.) 


Reguliire Kurvenscharen auf den Ringflichen. 


Von 


Hellmuth Kneser in Géttingen. 


Einleitung. 


Poincaré’) hat die durch rationale Differentialgleichungen erster Ordnung 
bestimmten Kurvenscharen mit topologischen Methoden untersucht. Seine 
Ergebnisse hat Dyck*) in verschiedenen Richtungen weiter ausgedehnt. Als 
einfachster Fall der Kurvenscharen auf Flachen sollen im folgenden die 
reguliren Kurvenscharen auf geschlossenen Flaichen unter ziemlich um- 
fassenden Voraussetzungen eingehender untersucht werden. Die Ansitze 
sind der kombinatorischen Richtung der Analysis situs mehr angepaBt als 
die bisherigen; deshalb wird auch schon mehr oder weniger Bekanntes noch- 
mals einheitlich abgeleitet. Es ist dies im wesentlichen der Satz des § 1, 
da8 regulére Kurvenscharen nur auf Ringflachen bestehen kénnen, der ein 
Sonderfall der allgemeinen Singularitaétenbeziehung*) von Dyck ist. 

Mit diesem Satz, oder, bei Kurvenscharen mit Singularitéten, mit der 
Dyckschen Beziehung, ist nicht das letzte Wort gesagt. Wir fragen also 
nach den genaueren Eigenschaften der Kurvenscharen, die sich besonders 
in dem Auftreten oder Fehlen geschlossener Scharkurven kundgeben, und 
erhalten in den Ergebnissen des § 5 eine befriedigende Ubersicht iiber die 
méglichen topologisch verschiedenen Fille regulirer Scharen auf Ringflachen. 
Dort zeigt sich, daB auf der einseitigen Ringflache allemal eine geschlossene 
Scharkurve vorhanden ist, und daS die Kurvenscharen ohne geschlossene 
Kurven mit dem nichstliegenden Beispiel in enger Beziehung stehen. Sind 
aber geschlossene Kurven vorhanden, so wird die Fliche durch sie in Teile 
zerlegt, die nur vier verschiedenen Typen angehéren. Die wichtigste Hilfe 
leisten dabei die Satze des § 4, die aus der Unméglichkeit bestimmter Ope- 


1) Journ. de math. (3) 7 (1881), S. 375 £., (3) 8 (1882), S. 251f., (4) 1 (1885), 8.167f. 
*) Math. Ann. $2 (1888), S. 451f. 
%) A. a. O. *) 8. 501. 
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rationen, dem Versagen gewisser Reduktionsprozesse folgern, da8 geschlossene 
Scharkurven in bestimmter Lage vorhanden sind. Man kann sich diese Satze 
durch die folgende Bemerkung klarmachen. Wenn sich die Scharkurven 
einer geschlossenen © (cycle limite nach Poincaré) in einer bestimmten 
Richtung asymptotisch annihern und man sie in der entgegengesetzten 
Richtung verfolgt, so kann man in beliebiger Richtung von © beginnen: 
man entfernt sich stets um einen endlichen Betrag von ©. Die genannten 
Satze stellen eine gewisse Umkehrung dieses Tatbestandes in genauer 
Fassung dar. 


Als bekannt vorausgesetzt werden die Ergebnisse iiber geschlossene 
und berandete Flaichen, wie sie z. B. in dem Enzyklopidieartikel von 
Dehn und Heegaard‘) abgeleitet werden, und der mit dem Jordanschen 
Kurvensatze verwandte Satz, daB eine auf einem Elementarflachenstiick 
gelegene geschlossene Kurve ohne Doppelpunkt ein Elementarflachenstiick 
begrenzt, der iibrigens nur im kombinatorischen Sinne, d.h. unter allen 
wiinschbaren Regularitaétsvoraussetzungen benutzt wird. 


§ 1. 
Vorbereitungen. 


Mit Strecke bezeichnen wir das topologische, d. h. eineindeutige stetige 
Bild der Einheitsstrecke mit Endpunkten: 0 <2z<1, als geschlossene Kurve 
das der Kreislinie, als Kurve eines von beiden oder das Bild der Einheits- 
strecke mit einem Endpunkt oder ohne Endpunkte. Eine Strecke und eine 
geschlossene Kurve sind als Bilder abgeschlossener Mengen selbst ab- 
geschlossen. 

Unter einer regularen Kurvenschar auf einer Flache % werde das 
folgende verstanden: Durch jeden Punkt von % gehe eine Kurve derart, 
daB es zu jedem Punkte P von § eine Umgebung ll gibt, die sich so auf 
ein Gebiet Ul der x-y-Ebene abbilden laBt, daB die Kurven — sie sollen 
Scharkurven heiBen — in die Geraden x =konst. iibergehen. Ersetzen 
wir Ul durch ein im Inneren gelegenes, das Bild von P im Inneren ent- 
haltendes, parallel den Achsen gestelltes Rechteck und Ul durch das ent- 
sprechende Gebiet, so hat auch dieses die geforderte Eigenschaft. Durch 
passende Koordinatenwahl verwandeln wir Ul in das Einheitsquadrat 
0<751,0S yl. 

Eine Kurve © heiBt Querkurve, wenn sie die folgende Eigenschaft hat: 
ist P einer ihrer Punkte, so JaBt sich ein P enthaltendes Stiick von 9 in 
Ul in der Form y= fz mit einer stetigen Funktion fx darstellen. Diese 





*) TIT A. B. 3, 8. 189—205. 
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Definition ist unabhingig davon, auf welche Umgebung sie bezogen wird. 
Ist namlich ein Punkt in zwei Umgebungen Ul und % enthalten, so besteht 
zwischen den Bildern Ul und & in der x-y- und Z-j- Ebene eine eineindeutige 
Beziehung, die die Kurven z = konst. in Kurven Z = konst. iiberfiihrt: es ist 


t=pt, y=y(z,y) 
Ist nun die Kurve in ll durch y= fz dargestellt, so ist in B 
¥ = v (vz, fpz) 
eine stetige Funktion von Z; die Kurve ist auch in 8 Querkurve. 


Nach dem Uberdeckungssatze von Heine und Borel, der hier zur Defini- 
tion der geschlossenen Flaiche dienen mége*), lassen sich unter den Um- 
gebungen U endlich viele, U,,..., U,, derart auswahlen, daB8 jeder Punkt 
von % im Inneren mindestens einer von ihnen liegt. Sie werden von 2% 
Scharstrecken © und 2n Querstrecken O begrenzt. Diese kénnen sich noch 
unendlich oft schneiden; deshalb andern wir sie in der folgenden Weise 
ab. Betrachten wir zunichst die Strecken, die im Inneren von UW, ver- 


laufen. Jede Scharstrecke unter ihnen wird in U, dargestellt durch 
w=c(0<ce<1), egysfP (OSae<fE 1). 
Waren es unendlich viele, so miiBte eine der unendlich vielen Schar- 
strecken © — sie heiBe G, — WU, in unendlich vielen Strecken durch- 
laufen. Die zugehérigen Abszissen c hatten einen Haufungswert c’; und 
da héchstens an den beiden Endstrecken « > 0 oder 8 <1 sein kann, ware 
der Punkt +=—c’, y=} auch noch Haufungspunkt von ©,, wenn man 
eine ihn enthaltende Strecke = c’, }—d<y<3}-+64 aus ©, ausschneidet, 
wahrend doch auch der Rest von ©, noch abgeschlossen ist. In den Fallen a > 0 
und £ < 1 fiigen wir die erginzende Strecke 6 < y <a bew. BS yim 6G, 
hinzu. Jetzt wird Ul, durch die darin verlaufenden Strecken © in eine endliche 
Anzahl Rechtecke zerlegt. In jedem dieser Rechtecke Rt verlaufen nur noch 
Querstrecken, die einen Randpunkt mit einem anderen verbinden. Endigt ein 
solcher Teil der Querstrecke O,, die das Gebiet U, begrenzt, beiderseits 
auf derselben Querseite (y= 0 oder y=1) von Rt, und betritt die Grenze 
von Ul, nicht’das dazwischenliegende Gebiet mit Einschlu8 des Randes, so 


5) Es ist sachgem&B, eine geschlossene Mannigfaltigkeit von » Dimensionen als 
eine Menge zu definieren, in der ein Stetigkeitsbegriff derart gegeben ist, daB sich eine 
Umgebung jedes Elementes topologisch auf ein Gebiet des n-dimensionalen Zahlen- 
raumes abbilden 148+ und sich die ganze Menge durch eine endliche Anzahl solcher 
Umgebungen erschépfen 148t. Will man dann die kombinatorischen Methoden der 
Topologie anwenden, so entsteht die Aufgabe, die Mannigfaltigkeit zu ,,triangulieren“. 
d. h. in Zellen einzuteilen. Im folgenden wird diese Aufgabe gelést fiir den Fall 
n=2 mit Benutzung der Vorteile, die die Existenz der Kurvenschar gewahrt. 
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schieben wir die Querstrecke ganz auf die Seite (Fig. 1). Dadurch wird 
das dazwischenliegende Gebiet G zu U, hinzugefiigt oder von ihm ab- 
geschnitten. Das neu entstehende Gebiet Uy hat dieselben Eigenschaften 
wie Ul,, und auch jetzt liegt jeder Punkt von % — zwar nicht mehr not- 
wendig im Inneren, aber — im Inneren oder auf dem Rande 
| mindestens eines der Gebiete 11; denn es wurde zu Ul, ein 
||| ||| || Gebiet © hinzugefiigt, das auBer dem gemeinsamen Randstiick 
 keinen Punkt von U, enthilt, oder ein solches von Ul, ab- 
getrennt, das in ll, enthalten ist, und man sieht leicht, 
daB man auch U; auf ein Rechteck abbilden kann. Waren jetzt in R 
noch unendlich viele Querstrecken vorhanden, so miiSten mindestens einer 
der endlich vielen Querstrecken © deren unendlich viele angehéren. Es 
gabe also eine Querstrecke ©,, die unendlich viele Strecken in Rt hatte, 
die zwei Punkte der einen Querstrecke (etwa y = 0) verbinden: 


Fig. 1. 


eszsp, y=fz, fe=fp=0, O<fe<l1 fir a<cr<, 


und bei denen in dem Zwischengebiet 0 < y < fx ein weiterer Punkt von 
©, lage. Die unendlich vielen Strecken « < x < f haufen sich an einer 
Stelle c. Die Querstrecke ©, geht als abgeschlossene Menge durch den 
Punkt (c,0). Um diesen herum kann man eine rechteckige Umgebung 
abgrenzen, die auBer einer Strecke |x —c|<6, y=fa keinen Punkt 
von ©, enthalt. Das steht im Widerspruch damit, daB in beliebiger Nahe 
von (c,0) gerade Linien x = konst. die Strecke 0, in mindestens zwei 
Punkten schnitten. Also wird R nur noch von endlich vielen Querstrecken 
durchlaufen. Sie seien gegeben durch 


Y= f,r, --- Y=f_% 
wo jede der Funktionen f an den Enden ihres Definitionsbereiches den 
Wert 0 oder 1 hat, wenn das Ende nicht mit einer der Grenzen von R 
zusammenfallt. Wir andern sie noch weiter ab. Wenn iiberhaupt /; = f, 
wird, so ersetzen wir auf der Strecke zwischen dem gréBten und kleinsten 
Wert z, fiir den dies vorkommt, die gréBere der beiden Funktionen durch 
die kleinere. Dies tun wir mit allen Paaren i,k in irgendeiner Reihen- 
folge. Dann werden zwei der Funktionen nur noch auf einer Strecke, in 
einem Punkte oder gar nicht einander gleich; d.h. in  verlaufen endlich 
viele Querstrecken, die héchstens Endpunkte gemeinsam haben. Durch 
ihre Endpunkte ziehen wir Scharstrecken bis zur niachst dariiber und 
darunter liegenden Querstrecke, jedoch nicht aus R hinaus. Dadurch 
wird # in eine endliche Anzahl Gebiete zerlegt, die sich darstellen durch 


aSrsp, fxeSySgz, 
wobei f<g ist und das Gleichheitszeichen héchsters an den Endpunkten 
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gilt (Fig. 2). Solche Gebiete, die sich auf Zwei-, Drei- oder Vierecke so 
abbilden lassen, da8 die Scharkurven in senkrechte Gerade iibergehen, 
sollen Normalgebiete heiBen (Fig. 3). 

Hiermit ist das fol- 
gende erreicht: U, ist in V N 
eine Anzahl Normalgebiete / 
zerlegt worden und zu- | 
gleich sind die in U, ver- J i} <b> <{j| | 
laufenden Querstrecken so 
abgeandert worden, daB die 
Gebiete U1 in Gebiete 11’ mit denselben Eigenschaften verwandelt sind (es 


werde nun auch Ul, mit WU, bezeichnet) und nach wie vor jeder Punkt 
von % im Inneren oder auf dem Rande eines der Gebiete 11’ liegt. 









































Fig. 2. Fig. 3. 


Dieselben Abanderungen nehmen wir nun vor, indem wir u, anstatt 
Ul, zugrunde legen. Dabei sollen die Gebiete Ul’ in Gebiete 1” iibergehen. 
Diese haben dieselben Eigenschaften wie vorher und U1, und U, sind durch 
endlich viele Schar- und Querstrecken in Normalgebiete zerlegt. Nachdem 
so alle 11 behandelt sind, wird % durch eine endliche Anzahl Schar- und 
Querstrecken in Normalgebiete zerlegt. 


Die Normaleinteilung kann noch vielfach geaindert werden*). Wir 
wahlen im jeder Zelle einen Punkt M derart, daB die Scharkurve durch 
ihn die Zelle nicht gerade an den Ecken verlaBt, und verbinden M mit 
jeder Ecke der Zelle durch eine Querstrecke (Fig. 4). So 
haben wir nur Normalbereiche mit drei Ecken. Wo noch 
-eine Scharstrecke © eine Zelle begrenzt, fassen wir die beiden 
anstoBenden Zellen zusammen. Sie lassen sich auf ein Viereck 
topologisch abbilden, so daB G dessen eine Diagonale und die 
parallelen Geraden die Scharstrecken sind. Ersetzen wir © durch 
die andere Diagonale, so haben wir zwei neue Normalbereiche, die nur von 
Querstrecken begrenzt sind. Auf diese Weise werden alle Scharstrecken 
aus unserer Netzeinteilung beseitigt. 


Fig. 4. 


Auf die so gewonnene Einteilung wenden wir die Eulersche Formel 
an. Sie lautet 


% —«, +a,=— — K, 
worin «, die Anzahl der Ecken, «, die der Strecken, a, die der Zellen ist 
und K die Charakteristik, eine von der Einteilung unabhingige, die Flaiche § 
kennzeichnende Zahl. Nun sind alle Zellen Dreiecke, d.h. es ist 


3a, = 2a,. 





*) Vgl. die interne Transformation bei Dehn-Heegaard, a. a. O. 8. 159. 
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Sodann ist an jeder Fliche die Ecke ausgezeichnet, durch die eine Schar- 
kurve in die Flache eintritt. Von jeder Ecke geht aber die Scharkurve 
nach zwei Richtungen; also ist «,—2a,. Daraus folgt 


2a,=—6a,, @—e¢,+a,—«a,—38a,+2e,=—0. 
Die Flache %, d.h. eine geschlossene Flache, auf der eine reguldre 
Kurvenschar liegt, hat die Charakteristik Null, d.h. sie ist eine ein- oder 
zweiseitige Ring{lache. 


§ 2. 
Gesehlossene Scharkurven. 


Bei der weiteren Untersuchung der regularen Kurvenscharen drangt 
sich sofort die Frage nach dem Auftreten geschlossener Scharkurven und 
ihrer gegenseitigen Lage auf. Es mégen auf % eine Anzahl geschlossener 
Scharkurven ©,,...,6, liegen. Wir zerschneiden § lings 6,,..., 6, 
und machen die so entstehende berandete Fliche oder, wenn ¥ zerfillt, 
eine der entstehenden Flaichen dadurch wieder zu einer geschlossenen, daB 
wir auf jeder ihrer Randkurven gegeniiberliegende Punkte vereinigen. So 
entsteht wieder eine geschlossene Fliche mit einer reguléren Kurvenschar. 
Umlauft man eine der Kurven ©, so vertauschen sich ihre Rander; wir 
haben eine einseitige Flache, also nach § 1 eine einseitige Ringflache. Auf 
ihr liegen eine Anzahl! einrandiger Kurven, die sich nicht schneiden und 
die Flache nicht zerlegen. Solcher Kurven gibt es héchstens zwei; dann 
schneidet man die Flache % lings einer von ihnen auf, so entsteht eine 
Flache der Charakteristik 0 mit einem Rand, d. h. ein Mébiussches Band. 
Schneidet man lings einer zweiten Kurve auf, so hat die entstehende 
Flache die Charakteristik 0 und zwei Randkurven, d.h. sie ist ein ge- 
wohnliches (zweirandiges) Band. Auf diesem gibt es aber keine einrandige 
Kurve mehr. Also gilt der Satz: 


Zerschneidet man die Fliche % langs geschlossener Scharkurven, so 
entsteht eine Anzahl ein- oder zweirandiger Bander. 


Diese kénnen wieder zur Flache § zusammengefiigt werden, indem 
man jede Randkurve mit sich selbst oder mit einer andern vereinigt. 

Eine geschlossene Quer- oder Scharkurve auf % kann kein Elementar- 
flachenstiick begrenzen. Denn ordnen wir gegeniiberliegende Randpunkte 
einander zu, so wiirden wir eine geschlossene Fliche der Charakteristik 
— 1 mit einer reguléren Kurvenschar erhalten. 

Es gibt kein Elementarflachenstiick € auf %, das von einer Quer- 
und einer Scharstrecke begrenzt wird, die in ihren Endpunkten so zu- 
sammenstoBen, dap € in der Umgebung der Ecken ganz auf einer Seite 
der Scharstrecke liegt. Denn spiegelt man € an der begrenzenden Schar- 
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strecke und fiigt man das Spiegelbild zu € hinzu, so erhilt man ein 
Elementarflachenstiick, das von einer geschlossenen Querkurve begrenzt 
wird, im Widerspruch zu dem eben Bewiesenen. 


§ 3. 


Abbildung von Strecken und geschlossenen Kurven auf sich. 


In diesem Abschnitt handelt es sich um die Frage, wann zwei topo- 
logische Abbildungen f und g zweier Strecken oder geschlossener Kurven 
S und & auf sich dhnlich sind, d.h. wann es eine Abbildung g von © 
auf [ mit der Umkehrung y~* gibt, die die Abbildung f in die Abbildung g 
iiberfiihrt, d. h. fiir die f= m~’gqm oder pf=—g>p ist. Durchweg wird die 
Umkehrfunktion von f mit f~1 bezeichnet und f*+1 = ff* und f*-1 = f-*/* 
geschrieben. 

Die Festpunkte der Abbildung f miissen vermége p in die von g iiber- 
gehen; die Mengen der Festpunkte auf © und { miissen also homéomorph 
sein. Da sie abgeschlossen sind, lassen sie (wenn es iiberhaupt Festpunkte 
gibt, was bei Strecken © und I immer zutrifft) endlich oder abzahibar 
unendlich viele Strecken iibrig, in deren Inneren keine Festpunkte mehr 
liegen. Von diesen gilt der Satz: 


Haben die Abbildungen f und g der Strecken G und T auf sich 
keinen inneren Festpunkt, so sind sie dhnlich. 

Jede der Abbildungen muB8 alle Punkte in Richtung des einen End- 
punktes verschieben; denn die stetige Funktion fs—s, die nur in den 
Endpunkten verschwindet, ist im Inneren durchweg positiv oder durchweg 
ngativ. Sei s=1 und ¢=1 dieser Endpunkt. Wir wahlen im Inneren 
von © und & je einen Punkt s, bzw. ¢, und teilen © und TF durch die 
iterierten Bilder f*s, und g*t, in die Strecken ©, (f*s, <8 < f**18,) 
und T, (g"t, <t<g**t,) ein (n=0,+1,...). Dann bilden wir ©, 
auf Z, ab durch eine beliebige Funktion t= ,s und ©, auf T, durch 
t=g",f"s=@s. Diese Abbildung hat, wie man leicht sieht, die ge- 
forderte Eigenschaft gg = of. 

Ganz entsprechend beweist man: 


Lassen die Abbildungen f und g der Strecken G und T auf echte 
Teilstrecken derselben je einen Endpunkt, aber keinen inneren Punkt fest, 
so sind sie ahnlich. 

Wir kommen zu den Abbildungen geschlossener Kurven auf sich. 
Ist S eine solche Kurve, und werden die Punkte von © durch einen bis auf 
eine ganze Zahl bestimmten stetigen Parameter s festgelegt, so gibt eine 
stetige Funktion fs eine topologische Abbildung von © auf sich, wenn 
sie monoton und auf keiner Strecke konstant ist und — je nachdem ob sie 
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steigt oder fallt — die Gleichung f(s-+-1)— s+ 1 erfiillt. Eine solche 
Funktion heiBe Abbildungsfunktion. Jede Abbildung wird durch eine Ab- 
bildungsfunktion vermittelt. Die Umkehr- und wiederholten Funktionen 
einer Abbildungsfunktion sind wieder Abbildungsfunktionen. Ist f?s — s 
eine ganze Zahl fiir irgendein s und ein ganzes p, so hat die p-te Wieder- 
holung unserer Abbildung einen Festpunkt. Ist fs eine fallende Funktion, 
so fallt fs—s bei Vermehrung von s um 1 um 2, nimmt also auf der 
Strecke von der Lange 1 genau zwei ganzzahlige Werte an; d.h. eine 
Abbildung, die den Umlaufssinn umkehrt, hat genau zwei Festpunkte. 

Es mége nun’) f den Umlaufssinn erhalten, d. h. es sei f(s +-1)=—fs+1. 
Durch Hinzufiigen einer ganzen Zahl erreichen wir, dab 0 < f0 <1 ist. 
Wir definieren die Konstante ¢ durch die Ungleichheiten 


m,<nelim,+1, 
worin n alle positiven Zahlen durchliuft und m, die oder eine der 
beiden durch 

m,<f"*0<m,+1 
bestimmten ganzen Zahlen ist*). Diese Ungleichheiten sind alle miteinander 
vertraglich; denn es gilt fiir ganzes positives k 


km, < f*"0 <k(m, +1). 
Dies beweisen wir durch vollistaindige Induktion. Ist 


f®-** 0 <(k—1)(m, +1), 
so folgt 


f°" 0 = 7" f°" 0 < f* ((k — 1)(m, + 1)) 
=(k—1)(m,+1)+/f"0<k(m, +1) 
und ebenso die andere Ungleichheit. Es ist daher 
km, m,, [k(m, +1), 


d. h. die n-te und kn-te Ungleichheit sind miteinander vertraglich. Waren 
nun die n-te und die p-te Ungleichheit im Widerspruch, so lage zwischen 
den Strecken, in die ¢ durch beide eingeschlossen wird, ein Abstand d. 
Wahlen wir ein gemeinsames Vielfaches N von n und p so groB, dab 
Nd > 1 ist, so kénnte die N-te Ungleichheit nicht zugleich mit der n-ten 


*) Zu den folgenden Uberlegungen vergleiche man Poincaré, a. a.O *), E. E. Levi, 
©. R. 158 (1911), 8S. 799f. und P. Bohl, Acta math. 40 (1916), 8. 233f. 

") Die Konstante c la8t sich folgendermaBen kinematisch deuten. Denken wir 
uns die Abbildung s-+fs durch eine wihrend der Zeiteinheit vor sich gehende Be- 
wegung vermittelt und wiederholen wir diese Bewegung periodisch, so besagt die 
Existenz des den obigen Ungleichheiten geniigenden Wertes c, daB jeder Punkt eine 
mittlere Umlaufsgeschwindigkeit hat und diese fiir alle Punkte dieselbe ist. 
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und p-ten vertraglich sein, was doch nach dem obigen stattfinden muB. 
Da der Wert c in beliebig enge Strecken eingeschlossen wird, ist er vdllig 
bestimmt. 
Wir definieren die Funktion ys zunichst fir alle Werte f*0+1 
(m und 7 ganz) durch 
a(f°0+1l)=ne+l. 
Auch hier liegt kein Widerspruch vor; denn ist 


f"oO+l=fo+l’ (n>n’), 
f*t—= fr’, 

att AS . 

f*"o0=l' —l, 


so ist fiir jedes k 
fe*-*9 — k(I’ — 1), 
k(l’—1l)—-1 Ss k(n—n’)c So k(l—1)+1, 
_ (n—n’)e=l' —l, 
a(f"0+l)=ne+l—n'c+l’=4(f*0+T). 
Die Funktion x ist monoton. Ist namlich 
fO+l>f*o+l, fl>zfl, 
so folgt 
(Tint, 
f*" o> —1, 
My-2' > — I, 
(n—n')ejl' —l, 
g(f"0+1l)—=net+lan'c4+l’ =z(f* 047). 
Setzen wir nun ys gleich der oberen Grenze aller Werte, die 7s’ fiir s’< s 


annimmt, so haben wir fiir alle Werte s die monotone Funktion y defi- 
niert, die den Funktionalgleichungen 


ag(st+l)=ze+1, xzfe=ze+e 

geniigt. WiBten wir, da8 die Funktion 7 stetig und auf keiner Strecke 
konstant, d. h. daB sie eine Abbildungsfunktion ist, so hatten wir eine 
Abbildung von © auf den Kreis, die die Abbildung f in eine Drehung 
um den Winkel 22c verwandelt. Dies ist aber nicht allgemein der Fall. 

Wir unterscheiden ob c rational ist oder nicht. Ist c= p:q mit 
ganzen teilerfremden p und g, so kann héchstens die g-te Wiederholung 
von f einen Festpunkt haben. Denn damit der Punkt f"s mit s iiberein- 
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stimmt, mu8 /"s — s ganz sein, und dann ist auch 7/"s — y4s =e ganz, 
und dies tritt nur fiir n = kq ein. Die g-te Wiederholung aber. und daher 
jede kq-te hat auch wirklich den Festpunkt 

& = obere Grenze o; 


z0<0 
denn es ist 


f* 8 = ob. Gr. o = ob. Gr.o = 8, +p. 
za<ee 20<P 
Da mit jedem Wert a auch die Werte a+ nc auf Strecken angenommen 
werden, gehen sie alle aus endlich oder abzihlbar unendlich vielen durch 
Addition von + nc eindeutig hervor. Da die Werte a + nc mod1 iberall 
dicht liegen, so sind auch die entsprechenden Strecken iiberall dicht ge- 
ordnet. Zusammenfassend kénnen wir sagen: 


Bei einer den Umlaujfssinn erhaltenden Abbildung der geschlossenen 
Kurve © auf sich laBt sich entweder S in q Teilstrecken zerlegen, die 
durch die Abbildung permutiert werden, oder man kann, indem man 
notigenfalls endlich oder abzdhlbar unendlich viele Intervalle (die Konstanz- 
intervalle) als Punkte betrachtet, die Abbildung iiberfiihren in eine Drehung 
des Kreises um ein irrationales Vielfaches von x. 


§ 4. 
Siatze tiber die Existenz geschlossener Scharkurven. 


In diesem Abschnitt soll eine Scharstrecke nicht notwendig das umkehrbar 
eindeutige, wohl aber das eindeutige stetige Bild der Einheitsstrecke sein. 


Satz 1. He sei eine geschlossene zweirandige Querkurve, © eine 
Querstrecke mit den Endpunkten Q, und Q,. Wird Q, mit einem Punkte P, 
auj durch eine Scharstrecke verbunden, die % und D sonst nicht trifft, 
und kann eine Scharstrecke aus der Anjangslage P,Q, 
so verschoben werden. daB ihr einer Endpunkt 8 auf 
beliebig nahe an Q, riickt, wahrend der andere End- 
punkt R die Kurve % unendlich oft umldufi, und wer- 
den & und 2 von keiner einrandigen geschlossenen 

Fig. 5. Scharkurve geschnitien, so geht durch Q, eine geschlossene 

Scharkurve, die J nicht trifft, und das von der Schar- 
strecke bestrichene Gebiet laBt sich mit Rand topologisch unter Erhaltung 
der Scharkurven auf eine bestimmte Kurvenschar auf einer bestimmten 
Fliche ( Fig. 5) abbilden, ndmlich auf die durch die Differentialgleichung 

eS. 


dz a? — z* 


definierte auf dem Rechteck 0 < y<1, 0<x<«, das durch Zuordnung 
der Punkte (x,0) und (x,1) zu einem Bande geschlossen wird. 
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Zum Beweise dient der folgende 


Hilfssatz. Riicken die Endpunkte U und V einer Scharkurve © 
auf zwei Querstrecken ll und & den Punkten U, und V, beliebig nahe, 
wiabrend die Zahl der Netzpunkte auf © unter einer Schranke m bleibt, 
so nahert sich © einer U, und V, verbindenden Scharkurve ©, beliebig an. 

Sei TU, die letzte, an U, anstoBende, Netzstrecke auf Ul. Nennen 
wir in einem Netzdreieck zwei Seiten gegeniiberliegend, wenn sie durch 
eine Scharstrecke im Inneren des Dreieckes verbunden werden (AB und AC, 
AB und BC in Fig. 6), so liegen der Strecke 7U, in dem Dreieck 4,, 
in das die Scharkurve G hineinfiihrt, eine Seite oder zwei Seiten 
gegeniiber. Jedenfalls zerfallt die Strecke 7U, mit EinschluB 
ihrer Endpunkte in héchstens fiinf Teile, die abwechselnd 
Punkte und Strecken ohne Endpunkte sind, derart, daB die von 
den Punkten eines Teiles ausgehenden Scharkurven das Drei- 
eck A, an derselben Seite bzw. Ecke verlassen und demgemaB 
in dasselbe Dreieck A, eintreten. In jedem dieser Dreiecke 4, 
wiederholen wir dasselbe und kommen zu héchstens 5° Dreiecken A, usw. 
Nach m-maliger Wiederholung sehen wir, daB 7'U, in héchstens 5"~* Teile 
zerfallt derart, daB die vom Inneren eines dieser Teile ausgehenden Schar- 
kurven bis zu ihrem m-ten Netzpunkte keine Netzecke treffen. Wir nehmen 
die letzte, an U, anstoBende Teilstrecke und fragen: was wird aus der 
Scharstrecke ©, weun wir ihren Anfangspunkt an U, heranriicken lassen? 
Die Zahl der Teile, in die G durch das Netz geteilt wird, bleibt unver- 
andert. Jede der (héchstens m) Teilstrecken riickt gegen eine Schar- 
strecke © oder schrumpft auf einen Punkt zusammen, und der End- 
punkt V riickt gegen V,. Die Scharstrecken ©,” schlieBen sich aneinander 
und verbinden U, und V,. 

Um den Satz 1 zu beweisen, fragen wir, in welcher Lage die Schar- 
strecke © zuerst auBer ihren Endpunkten weitere Punkte von $$ und © 
enthalt. Der betreffende Punkt kann nur ein Endpunkt von © sein; denn 
wire es ein innerer Punkt von % oder ©, so wiirden alle benachbarten 
Scharstrecken auch § oder © schneiden. Ware es nun der Endpunkt Q,, 
so miiBte S in den folgenden Lagen einen Schnittpunkt mit O haben, der 
von Q, gegen Q, riickt und daher dem Punkte S begegnet. Findet dies 
im Punkte 7’ statt, so kehrt die Scharkurve durch 7, nachdem sie $ ge- 
schnitten hat, wieder nach 7 zuriick, sie ist geschlossen. Sie ist auch 
einrandig; denn die Seite, nach der © vorriickt, ist in 7 einerseits die 
Richtung nach Q,, andererseits die nach Q,. Das Auftreten einer solchen 
Scharkurve war getade ausgeschlossen. 

Es sei also Q, der erste Schnitt mit ©. Die nachsten Schnitte der 
Scharkurve durch Q, mit ~ und © kénnen nur die Enden von © in 
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dieser Lage sein. Denn wire es ein anderer, traten mehrere Schnitte zu- 
gleich auf, so miiBten vie alle in Q, liegen und der nichste Schnitt der 
Scharkurve durch Q, mit % oder O ware Q, selbst: die Kurve wire ge- 
schlossen und schnitte § nicht, wahrend sie doch in Wirklichkeit Q, und 
P, verbindet. Nun wissen wir aber, daB die Scharkurve durch Q, in der 
einen Richtung P, erreicht. Also tritt auf G genau dann ein neuer Schnitt 
mit % oder O auf, wenn R einmal Y umlaufen hat, und zwar ist es 
immer Q,. In den folgenden Lagen liegen also auf © die Punkte R 
(auf $), S, (auf O), S (auf O) in dieser Reihenfolge, wobei S, ebenso 
wie S gegen Q, riickt. Wir betrachten die Strecke S,S und fragen, ob 
auf ihr ein neuer Schnitt mit {§ oder © auftreten kann. Es miiBte ein 
Endpunkt und aus demselben Grunde wie vorher der Punkt Q, sein. Wir 
haben aber gesehen, daB Q, als neuer Schnitt auf © nur auftritt, wenn 
R nach P, gelangt, und da’ Q, immer zwischen einem Schnitt mit $ 
und einem mit © liegt. Also bleibt S,S immer von § und © frei. Der 
Punkt S, ist immer genau in der Lage, die S einnahm, als der Anfangs- 
punkt R der Kurve § einmal weniger umlaufen hatte. Er kann daher 8 
nie einholen, nahert sich aber zugleich mit S dem Endpunkt Q, von 0 
an. Wir bezeichnen mit U, den Punkt, bis zu dem S gelangt, wenn R 
von P, aus n Umlaufe macht, und betrachten die folgenden Gebiete. Das 
erste ©, sei das von RS beim ersten Umlaufe von R iiberstrichene, G, das 
von 8,8 beim ersten, allgemein G, das von S,S beim n-ten Umlauf 
von R iiberstrichene Gebiet. 

Dieselben Uberlegungen stellen wir bei der besonderen Kurvenschar 
an, die durch die Differentialgleichung 

dy x 


dz a*—z* 





auf dem Rechteck 0< y<1, OS x<a bestimmt wird, das wir durch 
Zuordnung der Punkte (z,0) und (7,1) zu einem Bande schlieBen, das 
von der geschlossenen Scharkurve xz =a und der geschlossenen Querkurve 
x= 0 begrenzt wird, indem 8’ die Querkurve x= 0 und 0’ die Strecke 

=}, BSzrca (0<f <a) ist. Es treffen alle Voraussetzungen zu, 
keine einrandige Scharkurve stért den Frieden; und so kommen wir auch 
hier zu Gebieten, G,, G,, ..-, die sich genau wie &,, G,,... aneinander- 
schlieBen. Wir wollen @; auf @; topologisch so abbilden, daB die gemein- 
samen Randpunkte zweier @; beide Male in derselben Weise abgebildet 
werden, und da8 Scharkurven in Scharkurven iibergehen. Wir konstruieren 
zunachst die Abbildung von © auf ©’. Beide Strecken werden durch 
Ubergang langs der Scharkurve bis zum nachsten Schnitt so auf die Teil- 
strecken S,Q, bzw. S,Q, abgebildet,-daS alle Punkte auf Q bzw. auf Q; 
zuricken. Nach § 3 Satz 2 sind die Abbildungen ahnlich. Die dort ge- 
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wonnene Abbildung von © auf ©’ benutzen wir, Die Kurven % und §’ 
bilden wir so aufeinander ab, daB die Scharkurven durch entsprechende 
Punkte die Strecken © und ©’ in entsprechenden Punkten treffen. Diese 
Abbildung ist auBer in P, stetig, da es die von © auf 0’ und die durch 
Scharkurven vermittelten sind, und schlieBlich auch in P, stetig. Jetzt 
fiihren wir auf den Scharkurven eine Langenmessung ein, etwa die Lange 
in irgendwelchen ebenen Bildern der dreieckigen Zellen. Um das Bild 
eines beliebigen Punktes P zu bestimmen, ziehen wir die Scharstrecke 
durch P beiderseits bis zum Schnitt mit $ oder ©, ziehen die Schar- 
strecke, die die Bilder der Schnitte verbindet, und teilen sie im selben 
Verhiltnis, wie P die erste teilt. Diese Abbildung ist eineindeutig und 
stetig und fiihrt Scharkurven in Scharkurven iiber. Da8 sie sich auch auf 
den Rand erstreckt, sehen wir folgendermaBen. Die Strecke S,S kann 
nicht unendlich viele Netzpunkte enthalten; sonst miiBte sie einen zweimal 
enthalten, d. h. sich in verschiedenen Lagen teilweise iiberdecken und da- 
her Punkte von $ oder © im Inneren enthalten. Nach dem Hilfssatz 
nahert sie sich einer Scharstrecke Q,Q,, d.h. einer geschlossenen Schar- 
kurve durch Q, an. Jetzt bestimmen wir die Abbildung ohne die Ge- 
biete ©, zu benutzen so, daB sie sich auch auf diese geschlossene Schar- 
kurve erstreckt, indem wir genau wie vorher verfahren. Damit ist Satz 1 
bewiesen. 


Satz 2. Es seien % und 0 Querstrecken mit den Endpunkten 
P,, Ps, Q;, Q.- Werden P, und Q, durch eine Scharstrecke S verbunden, 
die % und 0 sonst nicht schneidet 
und die man so verschieben kann, daB 


thre Endpunkte R und S auf & / \ \ 
und © beliebig nahe an P, und Q, /~\ 

riicken, wihrend es nicht méglich ist, v\ MN / 

P, und Q, 2u erreichen, und wer- 

den % und D von keiner einrandigen Fig. 7. Fig. 8. 
geschlossenen Scharkurve geschnitten, 

so liegen P, und Q, auf einer oder je einer geschlossenen Scharkurve, 
und das von © iiberstrichene Gebiet laBt sich topologisch mit HinschluB 
des Randes und unter Erhaltung der Kurvenschar auf ein Band nach 
Fig.7 oder Fig.8 abbilden, daB z. B. aus dem Rechtecke \x| <a, 0S y<1 
mit der Differentialgleichung dy:dx =x:a* —x* durch Zuordnung der 
Punkte (x, 0) und (— x, 1) bzw. (x, 0) wnd (x, 1) entsteht. 

Ware die Anzahl der Netzpunkte auf der Scharstrecke © beschrinkt, 
so wiirde aus dem Hilfssatz folgen, daB man © in die Lage P,Q, ver- 
schieben kann, entgegen der Voraussetzung. Die Anzahl mu8 sich also 
unendlich oft andern, d.h. G mu8 unendlich oft durch Netzecken gehen, 
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insbesondere unendlich oft durch dieseibe, da es nur endlich viele sind. 
In zwei dieser Lagen GS’ und G” muB © sich teilweise iiberdecken; da 
die Endpunkte verschieden sind, mu8 es also unendlich oft vorkommen, 
daB © eine der Strecken % und © schneidet. Fragen wir nach der ersten 
Lage R,S,, in der dies geschieht, so sehen wir genau wie bei Satz 1, 
daB R,S, entweder P, oder Q, enthalten mu8. Da die Scharstrecke P, Q, 
weder ® noch © schneidet, liegt sie ganz auf R,S,. Je nachdem dies 
in der Reihenfolge R, P,Q, S, oder R,Q,P,S, stattfindet, unterscheiden 
wir Fall 1 und 2. 

Wie dem auch sei, jedenfalls kénnen wir von einem Punkte 7' von 
R,S,, der zwischen P, und Q, liegt, eine $% und © nicht schneidende 
Querkurve riickwirts fiihren bis zur Anfangslage P,Q, von ©. Fiihren 
wir sie genau zu 7’ zuriick, so haben wir damit eine geschlossene Quer- 
kurve R gewonnen. Im Falle 1 ist sie zweirandig und es sind die ersten 
beiden Voraussetzungen von Satz 1 erfiiiit, wenn man an die Stelle von $ 
und © und % bzw. R und O setzt. Im Fall 2 ist R einrandig. Wir 
ersetzen § durch die zweimal umlaufende zweirandige Kurve Rt’ und haben 
noch einen Schritt weiter zu tun. Der Punkt 7 hat namlich wohl  um- 
laufen, Rt’ aber erst zur Halfte. Wir fiihren daher GS noch weiter und 
fragen, wo zunachst ein neuer Schnitt mit % und © auftritt. Ein solcher 
mu8 namlich auftreten; sonst ginge © durch jeden Punkt von $ und 0 
nur endlich oft, wahrend wir doch sahen, daS sie gewisse Punkte, also 
auch Punkte von $ und ©, unendlich oft iiberschreitet. Aus denselben 
Griinden wie vorher kann der neue Schnitt nur auftreten, wenn S in der 
Lage R,S, durch P, und Q, geht, d. h. wenn T die Kurve fi ein zweites 
Mal und die Kurve ’ véllig umlaufen hat. Nun folgen auf dieser Schar- 
kurve beiderseits als nachste Schnitte mit und © die Punkte R, und S8,. 
Da R,S, keine weiteren Schnitte enthalt, sind R, und S, die nachst- 
folgenden. Die Richtung 7'P,, die sich beim ersten Umlauf in TQ, ver- 
wandelt hatte, ist wieder in 7'P, iibergegangen; daher liegen die Punkte 
in der Reihenfolge R,S, P,Q, R, S,. 

Wir zeigen noch, da8 7 im Laufe der Verschiebung fi unendlich oft 
umlauft. Die Strecke RS geht ja durch einen Punkt U, unendlich oft. 
Auf der Scharstrecke zwischen U, und der zugehérigen Lage J, von T 
liegen nur endlich viele Schnitte mit % und ©. Daher muB die Schar- 
strecke RS unendlich oft iiber 7, und U, hinausreichen, d. h. der Schnitt T 
von RS mit R geht unendlich oft durch U,. Nun riickt 7 immer in 
einer Richtung auf R fort, mu8 also unendlich oft umlaufen. 

Wir kénnen daher Satz 1 anwenden im Fall 1 auf ® und § und 
auf R und ©, im Fall 2 auf R’ und $8. Im Fall 1 erhalten wir ohne 
weiteres, daB das von © iiberstrichene Gebiet durch St in zwei Teile zer- 
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legt wird, deren jeder sich mit Rand topologisch unter Erhaltung der 
Kurvenschar auf ein Band nach Fig. 5 abbilden laBt. Die begrenzenden 
Querkurven sind durch eine topologische Abbildung y’ = yy aufeinander 
bezogen. Diese Abbildung la8t der Richtung nach oben in Fig. 5 wieder 
dieselbe entsprechen: es ist in beiden Bandern die des Fortschreitens von 
T auf R. Wir legen die beiden Bander nebeneinander, so daB Fig. 7 ent- 
steht, und wollen das eine Band so auf sich abbilden, daB die Abbildung y 
in die Identitét tibergeht. Dadurch ist die Abbildung des Randes x = 0 
gegeben: y’= wy. Da Scharkurven in Scharkurven iibergehen sollen, 
wissen wir schon, daB jedem Punkt auf der Scharkurve durch (0, y) einer 
auf der durch (0, yy) entsprechen mu8. Wir ordnen Punkten mit gleicher 
Ordinate wieder solche zu, d.h. der n-te Schnitt einer Scharkurve mit 
der Geraden y =c wird abgebildet auf den n-ten Schnitt der entsprechen- 
den Scharkurve mit y=wye. Diese Abbildung ist bis an den Rand 
stetig, wenn man diesen durch y’= wy auf sich abbildet, Im Falle 1 
ist also das ganze von © iiberstrichene Gebiet auf ein Band nach Fig. 7 
abgebildet. 

Im Falle 2 dagegen haben wir nur ein Band nach Fig. 5, dessen be- 
grenzende Querkurve auf sich abgebildet und durch Zuordnung der Bild- 
punkte als Rand beseitigt ist. Es gibt zwei entsprechende Punkte, die 
in Fig. 5 den Abstand } haben; denn 148t man eine von zwei Bildpunkten 
begrenzte Strecke halb umlaufen, so geht ihre Linge / stetig in 1 —l 
iiber, muB8 also den Wert } annehmen. Durch diese Punkte legen wir die 
wagerechten Geraden und zerlegen dadurch das Band in zwei Rechtecke, 
die wir wie in Fig. 9 nebeneinanderstellen. Bei der 
Abbildung der Randkurve auf sich bleibt der Punkt 


y=0 oder y=1 fest; also bilden wir nach dem N\ 





soeben angewandten Verfahren die eine Hialfte auf | 
sich ab, so daB wir nunmehr die beiden Rander ge- \ 
radezu vereinigen diirfen. Um nun das Band wieder \_¥ 
herzustellen, machen wir die obige Zerlegung riick- Fig. 9. 
gangig, indem wir die Punkte (z, 0) und (— 2, 1) 

vereinigen. Wir sehen: Im Falle 2 la8t sich das iiberstrichene Gebiet 
mit Rand auf ein Band nach Fig. 8 abbilden. 


§ 5. 


Die verschiedenen Typen von Kurvenscharen. 














Wir haben in § 3 gesehen, daB eine geschlossene Flaiche %, auf der 
eine regulare Kurvenschar liegt, eine ein- oder zweiseitige Ringfliche ist, 
und daB sie durch eine Anzahl etwa vorhandener geschlossener Scharkurven 
in ein- oder zweirandige Bander zerlegt wird. Nunmehr sollen mit Hilfe 
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der Ergebnisse der §$3 und 4 alle topologisch verschiedenen Typen von 
Kurvenscharen aufgezahlt werden. 

Wir betrachten ein von geschlossenen Scharkurven begrenztes Band 
oder eine Ringflache ohne geschlossene Scharkurve; denn wire eine solche 
vorhanden, so kénnten wir langs ihr die Flache aufschneiden. Insbesondere 
sollen die etwa vorhandenen einrandigen geschlossenen Scharkurven durch 
Aufschneiden zu Randkurven gemacht worden sein. Ubrigens wiirde eine 
geschlossene Scharkurve durch die folgenden Konstruktionen von selbst 
aufgefunden werden. 

Wir legen auf der geschlossenen Flache § eine nicht auf einen Punkt 
zusammenziehbare zweirandige Kurve €, auf dem Bande $ eine Kurve 
von Rand zu Rand, die es zu einem Elementarflachenstiick macht. Die 
Kurven sollen auf Netzstrecken verlaufen und keine Doppelpunkte haben. 
Das ist, wenn nétig, nach einer Unterteilung des Netzes zu erreichen. 
In der Umgebung einer Ecke iiberschreitet die Kurve die durch die Ecke 
gehende Scharkurve, d. h. sie ist Querkurve, oder sie bleibt auf derselben 

Seite (Fig. 10). Nur die letzteren 


| Util sollen im folgenden als Ecken gelten. 
wan | KC xe Wir kénnen die Ecke E durch eine 
ann Scharstrecke © abschrigen (Fig. 11). 
Fig. 10. Fig. 11. Diese verschieben wir immer weiter, 
indem wir ihre Endpunkte auf € 

wandern lassen. Hier greift Satz 2 des § 4 ein. Aus ihm folgt, da8 man 
entweder mit einem Endpunkt bis zur nachsten Ecke auf € gelangt, oder 
daB man ein Band %’ nach Fig. 7 oder 8 absondern kann, auf dem die 
Ecke von ©€ liegt, von der wir ausgingen (dies kann also bei einer 
Flache % ohne geschlossene Scharkurve nicht eintreten). Wir betrachten 
erst den zweiten Fall. Entweder ist 8’ genau das Band %, oder es 
bleiben Bander iibrig, in die $ durch den Rand oder durch die beiden 
Rinder von %’ zerlegt wird. Ist 8’ einrandig, so kann an der Rand- 
kurve nur ein zweirandiges Band $” hangen; denn ware es einrandig, so 
wiirde es mit 8’ eine geschlossene Flache bilden. Die Kurve € geht von 
dem freien Rande von $” aus und mu8 den 8” von $%’ trennenden Rand 
iiberschreiten. Das Stiick bis zum ersten Schnitt mit diesem verbindet 
beide Rander von 8”, zerschneidet also 8” zu einem Elementarflachen- 
stiick und tut also fiir 8” dieselben Dienste wie € fiir 8. Uberdies 
enthalt es wenigstens eine Ecke weniger als ©. Ist 8’ zweirandig und 
hangt an dem einen Rande ein zweirandiges Band $8”, so verfolge man 
€ von dem freien Rande von $” bis zum Eintritt in 8’. Dieses Stiick 
leistet fiir 8” das Gewiinschte. Hangt an einem Rande von 9%’ ein ein- 
randiges Band $8”, so enthalt es mindestens ein Stiick von ©, das es zu 
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einem Elementarflichenstiick macht. Denn alle anderen Stiicke kann man, 
ohne ihre Eigenschaften zu zerstéren, iiber den Rand von $” verschieben. 
Man hatte dann in diesem Rande eine geschlossene Scharkurve innerhalb 
des Elementarflachenstiickes, in das § durch € zerlegt wird, die also ein 
Elementarflaichenstiick begrenzt, was nach §2 nicht angeht. Wir haben 
also in jedem der iibrigbleibenden Bander eine Kurve mit mindestens 
einer Ecke weniger als vorher. Im ersten Falle kénnen wir die ab- 
schragende Scharstrecke verschieben, bis mindestens einer ihrer Endpunkte 
eine Ecke von € erreicht. In dieser Lage kénnen wir sie durch eine 
benachbarte Querstrecke ersetzen (Fig. 10), und haben so zwei Ecken von 
€ beseitigt. Durch diese Verschiebung kénnte € Doppelpunkte bekommen. 
Dieser Gefahr begegnen wir dadurch, daB wir zugleich die von © iiber- 
strichenen Teile von € vor @ herschieben und durch Scharstrecken er- 
setzen, die auf der noch nicht iiberstrichenen Seite neben © herlaufen 
und mit den ersetzten Teilen Elementar- 
flichenstiicke begrenzen. DaB dies allge- 
mein méglich ist und nicht zu Doppel- 
punkten fiihrt, beweisen wir durch voll- 
standige Induktion. Ist bei einer Lage 
von & die Verschiebung geleistet, so lie- 
gen eine Anzahl Scharstrecken neben © 
( Fig. 12). Von ihren Endpunkten geht dem- rare Fig. 12. 
nach eine gerade Zahl Querstrecken in das 
noch nicht iiberstrichene Gebiet mindestens bis zu der nachsten Lage ©, 
von @, in der @ wieder durch eine Ecke von € geht. In dieser Ecke 
oder, wenn es mehrere sind, in jeder von ihnen — stoBen entweder 
zwei aufeinanderfolgende der genannten Querstrecken zusammen, oder zwei 
neue, die in dem bis zu @, noch nicht iiberstrichenen Gebiet liegen. Im 
zweiten Falle schrigen wir die Ecke ab, so daB das ganze Gebiet zwischen 
@ und G, von diesem Teil von € frei ist. Sonst bleiben uns Strecken- 
ziige iibrig, die nicht zwischen G und @, endigen, und von denen keiner 
geschlossen ist — es sind ja ebenso wie & Teile von © — und die daher 
in unser Gebiet durch Uberschreiten von ©, ein- und austreten. Jeder 
von ihnen begrenzt daher mit seiner Sehne auf G, ein Elementarflachen- 
stiick. Liegen in diesem noch andere Streckenziige, so ist mindestens 
einer ein innerster. Diesen ziehen wir auf seine Sehne zuriick und noch 
etwas dariiber hinaus, so daB er das Gebiet zwischen @ und @, nicht 
mehr betritt. Wiederholung dieses Vorgehens fiihrt zum Ziele. Ersetzen 
wir zum Schlu6 die in € eingefiihrten Scharstrecken durch Querstrecken 
(Fig.10), so haben wir in jedem Fall die Zahl der Ecken von © ver- 
ringert. Da sie von vornherein endlich ist, erreichen wir in endlich vielen 
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Schritten das Folgende: Aus $8 werden eine Anzahl Bander nach Fig. 7 und 8 
ausgeschieden (héchstens so viele, wie © Ecken hatte). Jedes der iibrig- 
bleibenden Bander $8’ wird durch eine Querstrecke € in ein Elementar- 
flachenstiick zerschnitten. Auf einer geschlossenen Flache % ohne ge- 
schlossene Scharkurve erhalten wir eine geschlossene, nicht auf einen Punkt 
zusammenziehbare, zweirandige Querkurve €. 

Wir zeichnen eine Seite von € als Vorderseite aus und nennen jeden 
Punkt von % bzw. $8’ erreichbar, den eine von € nach vorne verlaufende 
Scharkurve erreicht, ohne ( wieder zu treffen. Gibt es unerreichbare 
Punkte, so verbinden wir einen von ihnen mit einem erreichbaren P durch 
einen € nicht treffenden Querstreckenzug. Gehen wir auf diesem von P aus, 
so sei R der erste Haufungspunkt unerreichbarer Punkte. R kann nicht 
erreichbar sein; denn jede Scharstrecke la8t sich mit einem Feld von 
Scharstrecken umgeben: die Menge der erreichbaren Punkte hat nur innere 
Punkte. Lassen wir daher einen Punkt Q vom erreichbaren Teile der 
Querstrecke gegen R riicken, so wird auf die Scharstrecke Q,Q, die in 
Q, von € nach vorne ausgeht und € und PR nicht trifft (sonst kénnte 
man PR durch einen Teil ersetzen), im Falle des Bandes %’ der Satz 1, 
im Falle der Flache % der Satz 1 oder 2 des § 4 anwendbar. Der Aus- 
gangspunkt @, der Scharstrecke riickt nimlich immer in einer Richtung 
fort, nahert sich also einem Grenzpunkt, wenn er nicht im Falle § die 
Kurve © anendlich oft umlauft. In beiden Fallen erhalten wir eine ge- 
schlossene Scharkurve, die € nicht trifft. Dies war auf $ von vornherein 
ausgeschlossen. Im Falle des Bandes %’ liegt die geschlossene Scharkurve 
im Inneren des Elementarflachenstiickes, in das $8’ durch € zerlegt wird; 
sie wiirde ein Elementarflachenstiick begrenzen, was nach § 2 nicht angeht. 
Es sind also alle Punkte von § oder 9%’ erreichbar, insbesondere die an 
der Riickseite von © gelegenen. Verfolgt man die Scharkurven riickwirts, 
langs deren diese erreicht werden, so sieht man: jede von € nach riick- 
warts ausgehende Scharkurve trifft von der Vorderseite wieder auf ©. 
Hierdurch haben wir eine eineindeutige stetige Abbildung von € auf sich, 
auf die sofort die Saitze des §3 anwendbar sind. Sie geben vollen Auf- 
schluB iiber den Verlauf der Scharkurven. La&t namlich die g-te Wieder- 
holung der Abbildung einen Punkt P in Ruhe, so kehrt die Scharkurve 
durch P nach g-maligem Schnitt mit € nach P zuriick, sie ist geschlossen. 
Nahern sich die Bildpunkte von P einem oder in periodischer Folge einer 
Zahl von Punkten, so nahert sich die Scharkurve der durch diese Punkte 
gehenden geschlossenen Scharkurve asymptotisch an. 

Im Falle § folgern wir zuerst, da die Abbildung von € auf sich 
den Umlaufssinn erhalten mu8. Zerlegen wir § durch € und eine Anzahl 
von Scharstrecken, so sehen wir, daB die Flache zweiseitig ist; es gilt 
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Satz 1. Hnthdlt eine reguldre Kurvenschar auf einer geschlossenen 
Flaiche keine geschlossene Kurve, so ist die Flache eine zweiseitige Ring- 
jlache. Oder: Hine reguldre Kurvenschar auf einer einseitigen Ringjlache 
enthalt mindestens eine geschlossene Kurve. 

Die Scharkurven auf % zerfallen in drei Klassen. Die einen ©,, die 
durch Punkte im Inneren der Konstanzstrecken von x gehen, haben die 
folgende Eigenschaft. Ist © eine andere Scharkurve, so kann man um 
jeden Punkt von ©, eine Umgebung bestimmen, in die © nicht eintritt. 
Sie bilden endlich oder abzahlbar unendlich viele Streifen, d. h. man kann 
endlich oder abzihlbar unendlich viele Querstrecken angeben — z. B. die 
Strecken ya auf © — derart, daB jede Kurve © genau einen Punkt 
im Inneren eines von ihnen hat. Die Scharkurven ©, der zweiten Klasse 
haben diese Eigenschaft nur an einer Seite; von der anderen kommt 
ihnen jede Scharkurve beliebig nahe. Sie begrenzen jene Streifen und 
gehen durch die Endpunkte der Konstanzstrecken. Den Kurven der dritten 
Klasse, die den Werten von x entsprechen, die nur einmal angenommen 
werden, kommt jede Scharkurve von beiden Seiten beliebig nahe. Sie 
sind immer in der Miachtigkeit des Kontinuums vorhanden und liegen 
nirgends dicht, falls iiberhaupt Kurven erster und zweiter Art vorhanden 
sind. Fiir eine Kurvenschar dieses Typus bilden 
wir ein Beispiel, indem wir auf dem durch Zuord- ONT, 

/ 





nung gegeniiberliegender Randpunkte zur Ringflache / 


geschlossenen Quadrat jeden Punkt (P) einer Seite | 
mit seinem Bildpunkt (P’) auf der Gegenseite ge- | / 
radlinig oder (Q mit Q’) unter einmaliger Uber- \ (54 7 J 
schreitung des Randes verbinden (Fig.13). Sind 

keine Kurven erster und zweiter Art vorhanden, so Fig. 13. 
erhalten wir eine Schar paralleler Geraden mit irra- 

tionalem Richtungskoeffizienten, eine Figur, die z. B. aus der Mechanik der 
bedingt periodischen Systeme sehr bekannt ist. 

Im Falle des Bandes 8’ lehren die Satze des § 3, daB auf der Quer- 
strecke © endlich oder abzahlbar unendlich viele Strecken derart liegen, 
da8 man nach Durchlaufung der von einem inneren Punkte einer von 
ihnen ausgehenden Scharkurve zu einem anderen Punkte von © gelangt, 
der in derselben Teilstrecke immer rechts oder immer links vom Ausgangs- 
punkte liegt. Fiir die Scharkurven bedeutet das das Vorhandensein von 
endlich oder abzahlbar unendlich vielen zweirandigen Bandern, innerhalb 
deren jede Scharkurve eine die Rander verbindende Querkurve immer 
wieder in derselben Richtung iiberschreitet und sich nach der einen Rich- 
tung dem einen Rande, nach der anderen dem anderen asymptotisch an- 
nahert. Da8 sich jedes solche Band auf irgendein anderes derselben Art, 
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etwa den Normaltypus der Fig. 14 abbilden la8t, sehen wir sofort. Nach 
§ 3 1aBt sich naémlich € so auf die Seite y = 0 oder y =1 abbilden, da die 
Abbildung auf sich erhalten bleibt. Auf 
den Scharstrecken ordnen wir die Punkte 
nach dem Verhiltnis der Langen in 
Fig. 14 und in den Dreiecken irgend- 
\ einer Netzteilung einander zu. 
“ies 14 Fig. 15. Von den Festpunkten auf € gehen 
geschlossene Scharkurven aus, die ent- 
weder Bander nach Fig. 15 bilden oder Rander der soeben behandelten 
Bander, d.h. Grenzzyklen nach Poincaré sind, oder in deren Umgebung 
unendlich viele solcher Bander und daher unendlich viele Grenzzyklen 
verlaufen. 






































Zusammenfassend erhalten wir also: 


Satz 2. Jede Kurvenschar ohne geschlossene Kurve auf einer ge- 
schlossenen Fliche laBt sich auf die folgende Weise erzeugen. Man macht 
das von parallelen Geraden y=cx-+d (ec fest irrational, d variabel) 
durchzogene Einheitsquadrat durch Zuordnung der Randpunkte (x, 0) und 
(x, 1) bew. (0, y) und (1, y) zu einer Ringflache und ersetzt auf thr 
endlich oder abzdhlbar unendlich viele der Scharkurven durch Streifen, 
die von nebeneinander verlaufenden Kurven erfiillt sind. Dies kann man 
metrisch etwa folgendermaBen ausfiihren. Jede Scharkurve setzt sich zu- 
sammen aus unendlich vielen Strecken, von denen jede in dem Punkt 
beginnt, der dem Endpunkt der vorhergehenden vermége der Rander- 
zuordnung entspricht. Langs dieser Strecken zerschneiden wir das Quadrat 
und fiigen Parallelogramme dazwischen, die von parallelen Geraden durch- 
zogen werden, und deren Breiten wir so bemessen, daB ihre Summe kon- 
vergiert. So entsteht eine unregelmaBig begrenzte Figur, auf deren Rand 
wir die Punkte, die am Quadrat einander zugeordnet waren, wieder einander 
zuordnen, und die an Stelle zugeordneter Randpunkte des Quadrats ein- 
gefiigten Parallelogrammseiten vermége topologischer Abbildungen auf- 
einander beziehen, so da8 wieder eine Ringflache entsteht. 


Satz 3. Enthdlt die Kurvenschar geschlossene Kurven, so zerfallt 
die Flache in endlich viele Bander nach Figg.7 und 8 und endlich oder 
abzahlbar unendlich viele Bander nach Figg. 14 und 15. 


(Eingegangen am 15. 3. 1923.) 


Die adiabatische Invarianz des Phasenintegrals 
bei einem Freiheitsgrad. 


Von 


H. Kneser in Géttingen. 


Die Adiabatenhypothese’) gibt zur Bestimmung der Quantenzustande 
eines gestérten Systems aus denen des ungestérten die folgende Regel: 
La8t man die Stérung zeitlich vom Werte Null bis zu dem gewiinschten 
anwachsen, so gelangt man von Quantenzustanden des ungestérten Systems 
mit um so gréBerer Naherung zu denen des gestérten, je langsamer die 
Stérung eintritt, wenn noch gewisse Bedingungen erfiillt sind, bei deren 
Bestehen man von adiabatischer Ubertiihrung spricht. 

Um diese Regel zu rechtfertigen, hat man sich davon zu iiberzeugen, 
daB man die gewéhnliche Quantelungsregel wiedererhalt, wenn auch das 
gestérte System ihr zuginglich, dh. mehrfach periodisch ist; man mu8 
nachweisen, daB die Phasenintegrale 


J=$pdq 
bei geeigneter Festlegung des Begriffes ,,adiabatisch“‘ adiabatisch in- 
variant sind. 

P. Ehrenfest*) und J. M. Burgers*) haben gezeigt, daB in der Tat 
die mittlere Anderung der Phasenintegrale fiir alle Phasen der mehrfach 
periodischen Bewegung verschwindet, und folgern daraus die adiabatische 
Invarianz. A. Sommerfeld*) hebt bei der Behandlung dieses Gegen- 
standes die weitere Voraussetzung hervor, daB die zeitliche Anderung des 
die mechanischen Bedingungen des Systems bestimmenden Parameters 
,, unsystematisch“ vor sich geht, d.h. von der Art ist, daS man mit um 

1) P. Ehrenfest, Ann. d. Phys. 51 (1916), S. 827f. 

*) Ann. d. Phys. 52 (1917), S.195f. Vgl. auch: Het atoommodel van Rutherford- 


Bohr (Haarlem 1918), 8. 242f., wo die hierhergehérigen Fragestellungen vollstindig 
zu finden sind. 


*) Atombau und Spektrallinien (3. Aufl., Braunschweig 1922), 8. 375f. u. 8. 718f. 
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so gréBerer Genauigkeit das Zeitmittel durch das Phasenmittel ersetzen 
kann, je langsamer der Parameter sich andert. DaB nicht jede geniigend 
langsame Anderung diese Voraussetzung erfiillt, sieht man leicht an dem 
Beispiel des Fadenpendels von veranderlicher Lange. Dagegen haben neuer- 
dings G. Krutkow und V. Fock‘) durch eingehende Rechnung die adia- 
batische Invarianz des Phasenintegrals beim Fadenpendel fiir den Fall be- 
wiesen, daB die Pendellange eine lineare Funktion der Zeit ist. Im folgen- 
den beweise ich die adiabatische Invarianz des Phasenintegrals J bei 
einem beliebigen System mit einem Freiheitsgrad in einer allgemeineren 
Fassung : 


Ist eine zeitliche Anderung des Parameters gegeben durch a= f(t) (0<t<T), 
und erstreckt man sie dhnlich iiber die Zeit |T, indem man a = f (t/l) setzt, 
so nahert sich die gesamte Anderung des Phasenintegrals J,.;7 — J:-o mit 
unendlich anwachsendem | der Null. 


Diese Formulierung diirfte allen Anspriichen an Allgemeinheit geniigen. 
Bei mehreren Freiheitsgraden wird man sie wahrscheinlich etwas enger 
fassen miissen °). 


Dem Zusammenhang zuliebe leite ich auch die mittlere Invarianz 
noch einmal ab. Die Bewegungsgleichungen seien in der kanonischen Form 
gegeben: 

(1) q=H,, p=-H,, 
worin die Gesamtenergie H auBer von der Ortskoordinate gq und dem 
Impuls p noch von dem veranderlichen Parameter a abhangt. . Die Energie- 
gleichung lautet 

H= H,-a. 

Bleibt a fest, so bewegt sich der Punkt (g,p) in der Phasenebene auf 
einer (geschlossenen) Linie H = konst.; das Phasenintegral J ist die von 
dieser Kurve umfahrene Flache, positiv gerechnet, wenn sie im Uhrzeiger- 
sinn umlaufen wird. In diesem Fall hat H im Inneren kleinere, auBer- 
halb gréBere Werte als auf der Kurve; nach den Gleichungen (1) erhilt 
man namlich den Geschwindigkeitsvektor des Punktes (qg,p) aus dem 
Gradienten von H durch Schwenken um einen rechten Winkel im Uhr- 
zeigersinn. 

*) Ztschr. f. Phys. 13 (1928), S. 195f. 

5) Es kommen hier zwei Schwierigkeiten hinzu. Erstens bedeckt die Bahnkurve 
das Gebiet der Winkelvariablen nur iiberall dicht, erreicht aber nicht jeden Punkt; 


zweitens mu8 man auch entartete Zustinde passieren, wenn nicht die Verhiltnisse 
der mittleren Bewegungen iiberhaupt fest bleiben. 
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Andert sich a mit der Zeit, so ist in jedem Augenblick J der Flachen- 
inhalt der durch die Gleichung 


f(q, p, t)= H(q, p,a(t)) — H(q, p, a(t)) = 0 (g=q(t), P= p(t) 
bestimmten Kurve. Seine Anderungsgeschwindigkeit ist gegeben durch °) 
dJ fe ds 
Spat de——% [H,(9, p, @) — 8, (4 P, @)| 7 ————— - 
dt ¥. VE? + He 
Da der Punkt (p,q) die Strecke ds in der Zeit ds|V py? Ee durchlauft, 
so gilt fiir die mittlere Anderungsgeschwindigkeit: popes 


da , o 0 ds a8 
Vin + he dt bhi. P; a) H,(q, P, +) == VH2+ H? Vie + ¥ 
denn das Doppelintegral wechselt das Vorzeichen, wenn man die Bezeich- 
nungen der beiden Integrationsvariablen vertauscht. Dies ist das Ergebnis 
von Ehrenfest. 

Um, hierauf gestiitzt, die adiabatische Invarianz in dem oben pra- 
zisierten Sinne zu beweisen, fiihren wir fiir jeden Wert a die Winkel- 
variable w in bekannter Weise ein. Die Koordinaten g und p werden dann 
Funktionen von J, w und a, die in w die Periode 1 haben. Bei festem a ist 








: dw. , Ow. : aJ. oJ .. 

w= Hy=7 4 +55? Ju Qu set FP: 
bei veranderlichem a dagegen 
: Ow. , Ow. ; pt ae : 
w og 2+559+3, a= Hy + w,: -a, Jas — a+ 35 ja t= 40° S- 


Da J eindeutig, w bis auf ganzzahlige nine sastiiite von g, p und 
a abhangt, sind w, und J, eindeutige Funktionen von g, p und a, also 
eindeutige, in w periodische Funktionen von J, w und a. Setzen wir da- 
her t=t/l, a=f(t/l)=f(t), so wird 


dw 1d / 
(2) a = bib = 1(Hy + w,- + 9°) = Ly +, f(r), 
(3) 47 IJ =, 4S =J,-1'(2). 


*) Die Differenz der Flacheninhalte der Kurven f(q, p,t) = 0 und f(q, p, t)) = 0 ist 
J (t)—J(t)) = fnds+5$n*Kas, 


worin n die nach auBen positiv gemessene Normale der zweiten Kurve bis zum 
Schnitt mit der ersten und K die Kriimmung ist. Differenziert man nach ¢ und 
setzt man t= t,, so fallt das zweite Glied weg, da n fiir t=t, verschwindet. Nun 


ist leo +f,=0; also wird 


aJ dn, fe 
i-Gite- She 
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Die mittlere Invarianz von J driickt sich aus durch 


w+l 


(4) J J,dw=0. 


Wir beschranken jetzt die Veranderung des Parameters a auf eine 
solche Zeitstrecke 0 <¢t< 7, daB alle betrachteten GréBen J, J,, H,, w, 
fiir alle 7 unter einer endlichen Schranke M und die mittlere Bewegung H, 
iiber eimer positiven Schranke m bleiben’). Solche, von / unabhangige 
Werte werden wir ohne Unterschied mit M. M’ oder m bezeichnen. 
Fiihren wir dann die Werte +, ein, indem wir 
re 1 
* LH y(t) + wa (te) f(r) 


setzen, so liegt der Nenner zwischen 1m— M und 1M+ M. Ist daher 


Tt 





0 = 0, Tr+1 = Tr 


2M = ‘ 
l> “=, 80 kénnen wir schreiben 


Tr+a— te OZ > Ges & SS -F- 


l l 


Die Werte t, wachsen also standig und iiber 7' hinaus. Den letzten von 
ihnen, der noch kleiner als 7 ist, nennen wir tg; dann ist R < Mi und 


T-—<z< M 


;- Von der rechten Seite der Gleichung 


T 


J(T) — J(0) = f Ja(x) f'(x) dr, 


0 


die nichts anderes ist als (3) in integrierter Form, subtrahieren wir die 
nach (4) verschwindenden Glieder 


tr+1 


f' (te) J Ja I(t), w( te) + (t — ty) (LH y(t) + wa (tr) f(t-))] de 


und erhalten fiir 


R-1 +1 


IT) —J(0)= S Sf {da(t) f(t) — Jal I(t), w(t) + (x + ty) (LAs (2) 
r=90 Tf 


r 


T 
+ wa(tr) f’(t))) f'(t-)} de + f Ja(t) f'(z) dr, 


?) Ist nimlich M eine Schranke fir \f’(e)| und |J,|, wenn | J—J(0)|<e,, 
t|<c, bleibt, w aber beliebige Werte annimmt, so beschrinken wir «+ weiter auf 


die Strecke |r| <o ,auf der nach (3) sicher |J—.J(0)!<e, bleibt. Beschrinken 
wir noch r so weit, daB die nur von J abbingige mittlere Bewegung positiv bleibt, 


so ist des Erforderte geleistet, da die stetigen, in w periodischen Funktionen in 
einem endlichen Gebiet der Variablen a und J heschrinkt bleiben. 
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einen Ausdruck, von dem wir nachweisen kénnen, daB er sich mit un- 
endlich anwachsendem / der Null nahert. Von dem letzten Integral gilt 


fate )f'(t)dr \<(T—t)M<* - 
"R 
In den anderen ist der Integrand die Differenz zweier Produkte, deren 


Faktoren beziiglich wenig voneinander verschieden sind; es ist namlich 


f(t) — f'(t-)| = =<|ff"()dt| <(@¢—) M< > (te <t < tras), 


| w(t) — [ w(t) + (LH, (t,) + Wa (tr) f'(t))(t —_ Tr) | | 


Ji—a0 


Jt! (Hy (t) — Hy(t,)) + walt) f'(t) — wa (ty) f(t) | de | 
M 


<(e—«)(0™ +M)< >, 
da H, nicht von w abhaingt und daher 


M 


H(t) — Hy(t,)| < far t)dt|<(r—t,)M<5 


ist. Nun bleiben aber die Faktoren f’ und J, selbst (unabhingig von /) 
beschrankt; also ist 


Ja(t) f’(t) — Ja [J (tr), w(te) + (LAy (t-) + walt) f’ (t-)) (t — t)] f(t) | < 


Tr+1 


Sf {Ja (t) f'(x) —Jq[...] f'(t)} drt} < (S41 — %) ie - } 


M 
i 





und die Summe 


R-1 ‘+1 
Be f <R a = = ° 
r=0 T, ' y 
Insgesamt ist also 
M 
J(T)—J(0)\ < tT 


wird also fiir groBe 7 beliebig klein. 


Die vorher dem Intervall (0, 7’) auferlegte Beschrankung wollen wir 
noch aufheben und nehmen zu diesem Zweck an, da8 die Bahnkurve mit 
J =J(0) im Laufe der Veranderung des Parameters a durch keine Gleich- 
gewichtslage hindurchgeht. Beim Pendel soll z. B. der Zustand J = J(0) 
nicht erst Schwingungs-, dann Rotationszustand sein. Diese Voraussetzung 
ist sachlich begriindet; denn sonst wiirden immer auch asymptotische Be- 
wegungen auftreten. Dann kénnen wir um jeden Wert + ein Intervall 
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abgrenzen, innerhalb dessen der obige Beweis gilt, falls J{1r) — J(0) 
einen festen positiven Betrag nicht iiberschreitet. Nach dem Heine-Borel- 
schen Uberdeckungssatz kann man dann die ganze Strecke in endlich viele 

etwa n — Teile teilen, in deren jedem der Beweis unter derselben Be- 
dingung gilt. Wahlen wir nun / so groB, dab die Anderung von J auf 


der ersten Teilstrecke kleiner als - (e > 0) ist und J am Endpunkt dieser 


Teilstrecke in dem Gebiet bleibt, in dem das Obige gilt, dann so groB 
(also wenn nétig noch gréBer), daB dasselbe von der zweiten Teilstrecke 
gilt, usw., so erreichen wir, da8 sich J im ganzen héchstens um ¢, also 
beliebig wenig andert. 


(Eingegangen am 15. 4. 1923 


Sur les équations du mouvement des systémes matériels 
non holonomes. 


Von 


Ivan Tzénoff in Sofia ( Bulgarien). 


1. Imaginons un systéme assujetti d’abord & des liaisons exprimables 
par des relations en termes finis entre les coordonnées des divers points. 
Soit, en tenant compte de ces liaisons, & + p le nombre des paramétres 
indépendants q,,q,---; Qy»--+>%+p, qui fixent la position du systéme, 
On aura, pour les coordonnées d’un point quelconque du systéme, en 
supposant les liaisons dépendantes du temps, 


(1) %y= F(t, 955 Gar +++ Mer = +> Tet p)s Yo= P(+++)s My = Ol... 

On obtient un déplacement virtuel compatible avec ces liaisons au 
moment ¢ en faisant varier q,,.,---; Ve: +> Me+yp Ge 59,,59,,--+, 
OG, ---> O94; ON aura 

« p 
h Y Ox, y’ oz a 
(2 oz, = 2 ie. Oda + Z In. et OYg = «++ dZ5 ...- 


=1 i=1 
Mais supposons maintenant qu’on ajoute aux liaisons précédentes de 


nouvelles liaisons dépendantes du temps, exprimables par p relations 


différentielles entre les paramétres q,,o,---> V>-++> G+, de la forme 
: 
(3) dns = SAiadqa + agdt (¢=1,2,..., p), 


a=] 
les coefficients a;,,a; pouvant dépendre du temps ¢ et des parametres 


G1> Vas --+> Were Mtys 
Pour un déplacement virtuel compatible avec ces liaisons, on aura 


k 
(4) Oge-i = SY ie 9Gu (¢=1,2,...,p). 
a1 
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On obtient un déplacement virtuel compatible avec les liaisons des 
deux sortes au moment ¢ en introduisant dans (2) les valeurs de 
Oda nas cscs “a+r on aura 


(5) 12 — 3'(38 + Sia ee -) 84, Soe... Meare. 
a=1 » 

Donec pour obtenir le déplacement virtuel le plus général compatible 
avec les liaisons qui existent 4 l’instant ¢, il suffit de faire subir aux k 
paramétres g,,9,,---, 9%, des variations arbitraires dg,,...,6g,. Alors le 
systéme considéré posséde k degrés de liberté et ses coordonnées sont au 
nombre de k + p 

L’équation générale de la Dynamique est 


Sm(2" da + y" dy + 2"bz)= S(Xbx+ Yoy+ Zdz), 


, 


oi 2”, y”,2” sont les dérivées secondes des coordonnées (1) d’un point 
quelconque du systéme par rapport au temps, en tenant compte des 
équations (3), et X, Y, Z les projections d’une quelconque des forces. 

Cette équation doit avoir lieu pour tous les déplacements (5) com- 
patibles avec les liaisons: elle se décompose donc dans les k équations 
suivantes: 


(6) SY m\x 2" (384 Savage) +9" (...)-+2"(...) = Q. 
t=1 J 


(a=w1,2,..., B), 
ot Q, est le coefficient de dg, dans l’expression de la somme des travaux 
virtuels des forces appliquées. 
Si nous désignons les premiers membres des équations (6) par P,, 
on aura 


d 0%, 0 ! , r/ ] 
Pi= RL SS os | |=" (; + Sau, a) t9'(---)+2"(--.)] 


6q. 
a 2 fd one 1,43 6% \| . arr at he 
Safe ‘at E(Danjtt \7 y’ |...) +2'[...]}. 


Des équations (1) et nnd on tire 


. p 
dz TY OZ, Y dz, 
(7) x= 7 t+ wat + 2 og,.; .  Gh+is Y= » Zp es 
a=1 
k 
, 7 , . ¢ 
(8) Gast = DS Aiada + %& (§ == 1,2,..., p). 
a=] 
Alors 
Pp 
dz’ "Rte y CE by’ | oz? 


éq! 04, a eh — aq? 
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et expression de P, prend la forme 


Fs , Ox" 14 b ry 62" 
am nd "te ig" 


‘oe ‘alet) +9'a OYo\ , 4 (02, 
a ™| 2 ala + 9 ae(set) + #" aa (at) 


tr ) 
-_ S'm|2"5(S mesg )+y9 y’ aa( > %« 55: OY ) + 2’ ( > Mas 02% J]. 
L k+i Ve+i 


e”d 


~ 
a 
< 

~ 


Des équations (1), (7) et (8) il est facile de voir qu’on a 


P " 
4 (omy), Oe . $7 Om “Ess 4 (ml. d (at 
dt \@q, . & Omi; oq, ° adt\eg, hime. . * uc 


of me Kh ek oe 
ot a Odense? bs 7 aL | ee Ops: _—) 
Ode +i ° 
al = dia (¢ =m 1,2,..., 9), 


et la fonction P, prend la forme suivante 


qw , oa’ , oy’ , oz! yy , ox’ ’ on » a’ 
Ds a © quien abe - an ade a 
Pi. =F ( dqf | Y igi t* ag a O25 +9 5 +8 2a, ) 





> f 4 aah dof 4 dy 09% , A 52, O@h.,; 
” S m|\ 2’ > ; - _ak+i +y’ Vy _ 70 *4k+i 42 » 7 7 +4 
ae t i=1 Ve+i °Fa res 09k + ‘ 4a i=1 Cdk +i “da 
Pp . ‘a Pp . Pp 
Tm ra ( y Oxf Ogi, i\ ,ary 0y5 hs) ! 7 dz, 0% 
— x —— af. } 7 1. 
a dt\<— og., aq ) Y at parle it H 09h ,; 24% 


Dans cette expression, la derniére somme se transforme en 


a ne Pp p 
d y / Oz O%.; P ( ww 0% ay!) ; r( y O25 Ogf., 
™ E 12" | Dy ar ao + y ral Ub si éq/ +2 ot a aq’ 
= t= é=1 a 


1 CD aa 0d, Ta 


p - - ? ” 
y’ | ow y’ ° xy | ae n( y’ ev 09.4 0%, Ogg, ; ] 
“a eal dqy’., oq” ty \o F) OQ” + = a 4 ! F 
: Sani We+i 9% \Vie1 G+ Ga S Wexi 99% 


L 


parce que les équations (7) et (8) donnent 


CE Oxg’ oys dys’ 025 028’ (3 ° p) 
oats = — 7 ee ED a => = 9 Sp eee Piss 
OGh,; OGRss” GR NRG 00+; Nb + 
” 
dhs _ Me +i (§=1,2 ») 
aq? aq? SS re 


33° 
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Done pour les équations du mouvement (6), on aura 


§ Sim (22 +o M42) — Sim(er ey + ie) 
an 
>| 
J 


Pp 
dz, bq 
, 0 k+i 
+ Sm 2’ (> n. Het) +. 
i=1 09 +i 24. = 





(6’) . ( ? ant oat., ) 
-£5n|2 > ie eS 
2 ” Oxf Odes ] 
i=1 b+ a , 
ou 


- al , , 
a jm (2 5 » Oxy r+9'5 su 7 +2 Far) ons Sm (2 Fe +85) 





” 094 0d, °”", 09. 
(6 ) _ 
7 ed Ode +4 
+ m| wy ) ee ee 2 (#=1,2,....b) 
a j=1 Og 45 oqy j Q : ' 
parce que, des équations (7) et (8), on déduit 
dz’ CEH ‘ dz 0.4 = ay’ az’ ‘ 
sor = ont + D oa = a ees =... (a=1,2,...,h), 
Ia Ga Ve+i Va . aq’, 
(9 
(9) eae 
az’ zs 0%, 09k +4 ay’ az’ 
"5. +4 , ene ees eee... mle... a 
oq. 99, 4 O95; aq, ° 2% 0%, 


Désignons par 7, e S, la demi-force vive et Ja demi-énergie d’accé- 
lération du systéme, calculées en ne tenant compte que des liaisons finies 
imposées au systéme, 


27) = J m(x5°+ ys +2"), 28 = m(xo°+ yo + 2°), 
> , , , 
de sorte que 7), est une fonction de ft, VRE) PORE) Ae ey eed ee 
* *“s2 , , ® ° a 
oi les quantités g,,..., %4» sont des variables indépendantes, et S, est 


° , , , ” ” ” 
une fonction de ?, PERRET) PORE PTE ee) Petter) Ae ey My 


ot les quantités g’ |... Gi+y sont des variables indépendantes. 
D’autre part, désignons par 7 et S les quantités analogues en 
tenant compte aussi des liaisons différentielles, données par les équations (8 ), 


2T = Sm(2"+y""+2""), 28 = Sm(2"*+ y"*+ 2”"). 

Enfin désignons par 7, la fonction 7,, considérée comme fonction 
de 9, ,,>---» G4, seulement, et par S, la fonction S,, considérée comme 
fonction de ..° +9 Ube seulement, en n’oubliant pas, bien entendu, 


que 9) ,,5--->%4, pour 7, et G59 °- a pour S, sont déterminés par 
les équations (8). 


Systémes non holonomes. 165 


Alors, en remanquant que 2’, y’, 2’, x”, y”, 2” se déduisent de 
2, Yo. 2%» To» Yo: % en tenant compte des relations (8), mais que, en 
aa’ a2" 
aq, ’ 0q,” 
P . nant ” 
mettre les équations du mouvement (6 ) ou (6 ) des systémes non holo- 
nomes dans la forme suivante: 


vertu des équatioas (9), il n’en est pas de méme des . on peut 


d aT aT, aT, 4 ef, eS a 
(10) dt dq? ~ 34, Tq, > dt aq! + 5= Q. (a=1,2,..., 8), 
ou 
ad oT, OT, as. : 
(11) dt aq? ~ 20, agr ~ Qe (a@ =1,2,..., &). 


J’ai déja déduit ces résultats & peu prés de la méme maniére dans 
le mémoire «Sur les équations du mouvement des systémes matériels non 
holonomes», imprimé dans le Journal de Mathématiques pures et appli- 
quées 1920. 

2. M. P. Woronetz') présente sous une autre forme les équations du 
mouvement des systémes non holonomes. En introduisant nos notations 


pour les fonctions et les paramétres, les équations qu’il a obtenues s’écri- 
vent de la facon suivante: 








p 
d @T aT , aT cv oz 3 .7 Aq A® 
(12 7 —<——— D tte — (34 = @. 
) ation ~ 04, lO ass >) aah! ay Wes 4 j"9 
(aw1,2,..., &) 
avec 
k . ya 
eri = D' Bia Ja + (¢ = 1,2,...,p), 
a-—1 
| he da da, 
i a 7 ia $j 
7 " 04; = od | 04, > / ge 
(13) 
da 
A” ta 
= @ (Se “+5 a, nt) - (s +d Ana i =) 
Pe rn ee §=1,3,...,p), 
r aT, aT, 
| daz ; désignant la valeur que prend a, remplacant les variables 
E45 k+i 


qe+: par leurs valeurs (8). 


Je me propose maintenant de montrer, de quelle maniére nos équa- 
tions (10) conduisent aux équations (12) de M. Woronetz. 


*) Uber die Bewegung eines starren Kérpers, der ohne Gleitung auf beliebiger 
Flache rollt. Math. Annalen 70 (1910). 
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En effet le troisiéme terme du premier nombre de |’équation (10) 
est égal a 


p a Pp k 
7 aT; Y OTo © Ux: 1 oT, — 0a;; éa;\ 
(1a) Sib Se Male 3 A ( Sty Pm), 
la é=1 Ge+i Va i=1 Ve+i j=1 Ga Ga 
Pour le quatriéme terme on obtient: 
d aT; d Sy AT 
(15) ~ dt eq - aa i te. "e° 
i=1 


Pour le cinquiéme on a: 
P 
6S, = y’ éSo 
Oda eZ or ae 


ou bien, comme est facile de vérifier que: 


@So d OT éTo 


= — — '—_ 9 
9b at 0% +i O9b +5 " 1,2, .++)B)s 


on obtient finalement pour ce terme 
P p p 

oS, = a ( To aie) — Vy aT da,, P @To 

ogy tN! Ogg, *) SL Om, at ! Oa 


Nous allons transformer le second membre de cette formule. On a 





da;., 0a;,, 0 0a; ’ w Ca; f = , 
tt Ta i, Stig \d 4,59; + 4, 
j=1 J wai “b+e j=l 
k k k p 
oes 04; , y 0a;., q’ ; 39’ We da; ., 5’. 0a;, : 
— es ) dad “0 j “aed “} vy ; 
ye Be Ole Se Phen 
d’autre part, comme 
P an? 
oT i @T% y’ @T) °U+y 
Odnri Ope A Mba OMe as” 
on a 
As: P ; P r ‘ 
S727 v’ eT y \? 8T 2%b+. 
iia 3 Gia 2 Gia F a ja ZY dal Je. 
i=1 Ie+i i=1 +i i=1 ual Ik + Te +i 
P a Dp 
ek Ny’ To Wa. 7%b+ 
ha "QOq. hed dal, kel “Et —— —_ 
é=1 Ue +i i=t Ode + i a=1 o Ops 


P , p P k 

 - é7 y’ aT ( v7 94, , da, 
; ia = : 7 » v = 
Te SS” 








- oT . aT, - ” " Ga , aT, < da 

7 * i 

_— = Gia i og > 5 _" > q. >) Qua 7 _— >» —— dy Qua > < . 
i=1 Teri fy Oki j=1 , e=1 Odk+n i=1 29k + » a O91 
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Alors l’expression de ia prend la forme 


Pp 
_ 0S, d 7 ee 
(16) oq,’ dt Haq 2 Soe 5h 


a 


. 0a;,, 0a 
Sun (gad 7 ~ 4; rbot +S xo Oni iat 


=i u=l 


+ SAB ( Sei Sees + Sees), 


En ajoutant membre 4 membre les formules (14), (15) et (16) on obtient 


aT, d@ aT , aS; + aT ( Og °) 
dq, at age ' aqv -- Sa, Ode +4 a gk ze. ( 245%: + Ae). 

Ce sont précisément les équations de M. Woronetz. 

On voit que le terme complémentaire qu’on doit ajouter au premier 
membre de |’équation de Lagrange pour l’égaler ensuite & Q, de fagon a 
obtenir les équations du mouvement des systémes non holonomes, est 
présenté par M. Woronetz sous une forme plus compliquée que la ndétre 
et surtout extrémement difficile 4 retenir. 

Remarquons encore que nos équations (10) ou (11) s’appliquent 
avantageusement surtout aux problémes du roulement des corps solides, 
car pour trouver la fonction S, on n’a pas besoin de calculer la fonction S, 
ou § toute entiére, ce qui est assez difficile; dans le cas considéré 
la fonction S, se réduit 4 la seule énergie de l’accélération de toute la 
masse, supposée concentrée au centre de gravité, et son calcul ne présente 
aucune difficulté. Les fonctions 7, 7,, 7, se caleulent trés facilement 
aprés qu’on a calculé la fonction T,.*) 


8. Dans le §7 de son mémoire, M. Woronetz donne pour le cas des 
systémes non holonomes une formule analogue a l’intégrale d’Hamilton en 
lexprimant par le théoréme suivant: 

«Les équations du mouvement d’un systéme non holonome peuvent 
étre obtenues facilement sous la forme (12) de la maniére suivante. Dé- 
signons par g,, .--, 9,4, les coordonnées d’un systéme matériel; par 7, 
son énergie cinétique et par Q, la force généralisée correspondant A 
la coordonnée g,. Supposons que le systéme satisfasse aux conditions 


k 
Gri = 2 Ma + 4 (¢=1,2,..., p). 


*) Voir le n° 3 de mon mémoire cité du Journal de Mathématiques od j’étudie 
en détail le roulement d’un cerceau sur un plan horizontal. 
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Si, en se servant de ces équations, on exprime l’énergie cinétique du 
P q 
systéme et les impulsions généralisées, correspondant aux vitesses dépen- 


dantes ¢) , ,,--->%4,» en fonction du temps t, des coordonnées q, . g,,-.-.9,,, 
et des vitesses indépendantes q/,..., 9): 
1,= T(t, 9,,---, %+5° Gas +-+9 Gs 
aT» 7 , , ° ‘ \ 
lag | Belt > ++ Vays Gyr => +9 UM) (¢=1,2,...,p), 
on aura la formule 
2 bt? , p Ld 
(23) f[éT+ ¥ Q'd¢,4+ Sk,d(¢i,,— Sa, 9% —a,)|dt=0 
te j=1 i=1 a=1 
pour toutes les variations ég,,..., 6g, qui s’annulent aux moments ¢, 
et ¢,. Les variations d9g,,,,..., 59,,, sont définies par les équations 
& 
9,,,= > 4,,99, (¢=),2,...,p) 
a=1 
et toutes les différences dg’ — Mo Og, (e=1,2,...,4+p) doivent étre 


égalées & zéro.» 
Il est facile de voir que l’intégrale (23) de M. Woronetz est identique 
a Pintégrale 
, k 
(24) f[o(r7— 7,4 7°) + 3 @,09,]dt, 
t a=1 


oi 7, représente la fonction 7, considérée comme fonction des variables 
indépendantes g),,,---»9,,; @t par conséquent 7, n’est autre chose 
que la fonction 7;’, en tenant compte des équations (8). 

De Vintégrale (24), égalée 4 zéro, on obtient nos équations (10). 
Donc, notre intégrale est plus simple que celle de M. Woronetz. 


(Eingegangen am 7. 4. 1923.) 


Die Isomorphismengruppe der freien Gruppen. 
Von 
Jakob Nielsen in Kopenhagen. 


Ein System von Elementen einer Gruppe heibe unabhdngig, wenn 
zwischen den Elementen des Systems keine anderen Relationen als Iden- 
titaten giiltig sind. Eine Gruppe heiBe frei, wenn sie durch ein unab- 
hangiges System erzeugender Elemente hervorgebracht werden kann. Eine 
abstrakte Theorie der diskontinuierlichen Gruppen, die von vornherein 
darauf abzielt, unendliche Gruppen einzubegreifen, wird in dem Studium 
der freien Gruppen ihren natiirlichen Ausgangspunkt finden’). Ein Blick 
auf bisher vorliegende Untersuchungen zeigt, welche Bedeutung dabei dem 
methodischen Wechsel des Erzeugendensystems zukommt*). Dem Uber- 
gang zwischen zwei Systemen unabhingiger Erzeugender entspricht eine 
eineindeutige Abbildung der Gruppe in sich, ein ,,Autoisomorphismus“. 
Die Autoisomorphismen einer Gruppe bilden wieder eine Gruppe, und das 
Studium dieser gehért zu den fundamentalen Aufgaben der abstrakten 
Gruppentheorie. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die Struktur der (Auto-) Iso- 
morphismengruppe der durch ein endliches System von unabhangigen Er- 
zeugenden hervorgebrachten freien Gruppen zu bestimmen. Die vorliegende 
Abhandlung gliedert sich wie folgt: 

§ 1. Die Erzeugung der Isomorphismengruppe. 

§ 2. Das Relationensystem der symmetrischen Gruppe. 

§ 3. Das Relationensystem der durch Vorzeichenwechsel erweiterten 
symmetrischen Gruppe. 

§ 4. Das Relationensystem fiir die Gesamtgruppe. 


*) Man sehe z. B. W. Dycks ,,Gruppentheoretische Studien“, Math. Ann. 20 u. 22. 

*) Es sei z. B. auf die Dehnsche Methode zur Bestimmung von Faktorgruppen 
hingewiesen. (Berichtvortrag von M. Dehn auf der Jabresversammlung d. D. M. V., 
Leipzig 1922.) 
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§ 5. Vollstandigkeitsbeweis fiir die Gesamtgruppe: Zuriickfiihrung auf 
ein Lemma. 

§ 6. Beweis des Lemmas, I. Teil. 

§ 7. Beweis des Lemmas, II. Teil. 


§ 1. 
Die Erzeugung der Isomorphismengruppe. 


Sei F die freie Gruppe, die durch die Erzeugenden a,, a,,..., a, 
ohne verbindende Relation hervorgebracht wird, I., die Gruppe ihrer Iso- 
morphismen*). Das Elementsystem *) 


(é) ; ‘ 
(1) a, = IT™(a,,...,@,) (¢ = 1,2,..., n) 


ist ein ,,Primitivsystem“, d.h. als neues Erzeugendensystem fiir F, ver- 


wendbar, wenn die urspriinglichen Erzeugenden aus den « zusammengesetzt 
werden kénnen, wenn es also n Auflésungsgleichungen 


(s) ° . 
(2) a, = IT™ (a,, ..., &) (#=1,2,...,n) 


als Identitaéten in den a gibt. Die Zuordnung von a, zu a; (¢ = 1,..., n) 
bestimmt einen Isomorphismus J von F,, der mit 


rhea 


bezeichnet sei. Sei J'={[«’] ein zweiter Isomorphismus von F,. Ersetzt 
man dann in den @ jedes a; durch aj, so erhalt man ein neues Primitiv- 
system; der neue Isomorphismus sei dann mit JJ’ bezeichnet. Die Bil- 
dung eines ,,Produkts“ II'I”... I von Isomorphismen kann also so be- 
werkstelligt werden, daB man entweder mit dem Faktor am weitesten links 
anfangt und im jeweiligen Ergebnis die Elemente des nichstfolgenden 
Faktors fiir die a substituiert, oder mit dem Faktor am weitesten rechts 
anfingt und die Elemente des jeweiligen Ergebnisses nach der Vorschrift 
des nachstvoranstehenden Faktors komponiert. Ersichtlich erfiillt die so 
definierte ,,Multiplikation“ von Isomorphismen das assoziative Gesetz. Die 
Reziproke J~* von J ist durch (2) gegeben, wenn man die Bezeichnungen 
a und @ vertauscht. Bezeichnet man den identischen Isomorphismus [a} 
mit 1, so ist die Beziehung J~* J = 1 eine Folge der Definitionsgleichungen 
(1) und (2). Aus Kompositionsregel, assoziativem Gesetz und Existenz 
der ,,vorderen“ Reziproken folgt die Gruppeneigenschaft von I... Denn 
I1~* ist jedenfalls ein Isomorphismus, etwa I’, und hat eine vordere Rezi- 


*) Der angehingte Index n gibt also hier nicht, wie sonst vielfach in der Gruppen- 
theorie iiblich, die Ordnung der Gruppe an. F, und J, sind unendliche Gruppen. 

*) Das Produktzeichen J7 ohne Produktindex steht hier iiberall, um irgendein 
nicht kommutatives Produkt aus den Argumenten und ihren Reziproken zu bezeichnen. 
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proke J'~*. Pramultipliziert man die richtige Gleichung J~*J-J~* = J~ 
mit J’~*J, so folgt unter Anwendung des assoziativen Gesetzes J’~* J’. J’ 
=I'~*"I', also 1'=1. — Das besagt, daB die Gleichungen (1) Auf- 
lésungsgleichungen von (2) sind. Man kann das auch dadurch erkennen, 
da8 man direkt die Ausdriicke (2) fiir die a in (1) einsetzt und benutzt, 
daB die entstehenden Relationen zwischen den « Identitaten in den « 
sein miissen °). 

Um zu einem Erzeugendensystem von I, zu gelangen, bedenke man 
zunichst, daB eine beliebige Permutation der a die einfachste Form eines 
Isomorphismus von F,, darstellt. Man erhalt also die symmetrische Gruppe =, 
als Untergruppe von I’,. Es seien folgende Bezeichnungen eingefiihrt: 


(3) P= P,, = (a4, @,, 45, -.-, @,] = (@, a), 

(4) Q = (a,, a,,...,4,, @,] = (a, a, ...a@,). 

Die runden Klammern bezeichnen hier in iiblicher Weise die Ersetzung 
jedes Elements durch das im Zyklus folgende, wobei nicht angefiihrte 
Elemente ungeandert bleiben. Setzt man 


T; = (a, a,...a;) (¢ = 2,3,...,%), 


so la8t sich jede Permutation in der Form schreiben 


T;* ry 0 Se; < t. 
Da aber 
Q-** PQ = P, ,.; = (a,@;,;) (= 5 Os ++45m—1), 
TD; = Peis Pies, i-1 = Pas Pye, 


so folgt, daB P und Q ganz 2, erzeugen. Wir schreiben >, = {P, Q}.*) 
Ebenso einfache Isomorphismen erhalt man, indem man eine Er- 


zeugende durch ihre Reziproke ersetzt. Es bezeichne 
(5) O = 0, =(az", a,,...,@,] = [a,—- az’), 


wo in der letzten Schreibweise der Pfeil als Ersetzungszeichen dient und 
nicht angefiihrte Elemente durch sich selbst ersetzt werden. Aus 


Qq-*"oq*t' = 0; = [a;— a; *] (f= 1,...,%) 

5) Eingehendere Untersuchungen iiber die Eigenschaften unabhangiger Systeme 
findet man in meinem Aufsatz: ,Om Regning med ikke-kommutative Faktorer og 
dens Anvendelse i Gruppeteorien“*, Matematisk Tidsskrift 1921. 

*) Die Erzeugung der symmetrischen Gruppe durch zwei Operationen ist u. a. 
benutzt worden von A. Capelli, Giorn. mat. (2) 4 (1897), S. 354; E. H. Moore, Proc. 
Lond. math. Soc. (1) 28 (1896/7), 8. 363. 

12* 
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folgt, da8 O zusammen mit P und Q die ganze aus 2, durch Vorzeichen- 
wechsel erweiterte Gruppe 





Q, — {P, Q, 0} 
von der Ordnung 2”"-n! erzeugt. } 
Ist « irgendein Produkt aus den Erzeugenden und ihren Reziproken 
in ,,unverkiirzbarer Form“, d. h. keinen Komplex a;a;* enthaltend, so sei 
mit L(a) die ,,.Lange von «, dh. die Anzahl der Zeichen in «, also die 
Summe der numerischen Werte der Exponenten der a in « bezeichnet. 
Ist J=([«a,,...,@,], 80 sei 
L(I) = L(a,) + L(a,) +... + L(e,) 
gesetzt. ©, umfaBt alle Isomorphismen der Lange n. Um zu Isomor- 
phismen gréBerer Lange zu gelangen, fiihren wir eine Erzeugende von der 
Lange n +1 ein: 
(6) U = Uy, = (4,4, Gy, ---, @,] = [@,—+ @, a). 
Damit ist U-' =[a,— a,a,*], ferner 
(7) 0U**0=V*' =Va' =[a,— az*a,). 
Die Permutation 
P k-i-1 i-1 fii - < k, 
(8) N. ={e se a 1 : 
(QP) Q fir i>k 


ik 
bringt a; an die Stelle von a, und a, an die Stelle von a,, wie man 


vermoége 

(9) QP =(a,a, ... @,) 

unmittelbar sieht. (8) besagt speziell N,, —1 und N,,—P. Man hat dann 
agt pe 12 21 

(10) Na’ PNu = Py, = Pyy = (agape), 

(11) Nix U** Nix = Ui’ = [a aap"), 

(12) Nix V** Nin = Vis’ = [a;—> ag a). 


In einer friiheren kurzen Abhandlung*) habe ich gezeigt, da8 man 
von einem beliebig gegebenen Isomorphismus J der Lange L(J)>n aus 
durch fortgesetzte Praimultiplikation mit Ismorphismen der Form Uji‘ 
und V4’ zu Isomorphismen mit schrittweise abnehmender Lange und zu- 
letzt zu einem Isomorphismus der Lange n, also in Q2,, gelangen kann. 
Diesem ,,Abbau“ von J entspricht ein ,,Aufbau“ von J von 2, aus durch 
Praimultiplikation mit den Reziproken jener Faktoren in umgekehrter 


*) , Uber die Isomorphismen unendlicher Gruppen ohne Relation“, Mathematische 
Annalen 79. — Eine erweiterte Darstellung findet sich in der unter *) zitierten Arbeit. 
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Reihenfolge. Da alle diese Faktoren nach (7), (11) und (12) aus U*’ 
durch Transformation mit Isomorphismen aus 2, entstehen, so folgt 
r= {P,Q,0,U}, dh: 

Die Isomorphismengruppe I, der freien Gruppe F, wird durch 

vier Isomorphismen P, Q, O und U erzeugt, welche durch die 

Definitionsgleichungen (3) bis (6) gegeben sind. 
Fiir n= 2 wird Q mit P identisch, und die Erzeugendenzahl reduziert 
sich auf 3. 

§ 2. 
Das Relationensystem der symmetrischen Gruppe. 

Nachdem sich so eine von nm unabhiangige Anzahl von Erzeugenden 
fir I, ergeben hat, handelt es sich nun um die Auffindung eines voll- 
standigen Relationensystems. Die Aufgabe ist, ein System von Relationen 
zwischen P, Q, O und U — wir werden es das System S nennen — mit 
folgenden beiden Eigenschaften aufzustellen: 

a) Die Relationen des Systems S sind eine Folge der Definitions- 
gleichungen (3) bis (6) von P, Q, O, U. 

b) Jede Relation zwischen P, Q, O, U, die aus den Definitions- 
gleichungen folgt, folgt formal aus S. 

Entsprechend dem Vorgehen in § 1 wird in den folgenden Paragraphen 
ein solches Relationensystem schrittweise fiir >, 2, und zuletzt I’, auf- 
gestellt. Da Transformationen und Vertauschbarkeiten in dem System 
eine beherrschende Rolle spielen, werden der Ubersichtlichkeit halber fol- 
gende abkiirzende Bezeichnungen benutzt: Sind X und Y zwei Gruppen- 
elemente, so wird die Transformierte von X mit Y durch Xy bezeichnet: 


Xy = Y ‘XY. 
Die Vertauschbarkeit von X und Y wird durch einen Doppelpfeil bezeiehnet: 
X= Y bedeutet also: XY=YX oder XYX'*Y“*=1. 

Als nichstliegende Relationen zwischen P und Q haben wir die Ord- 
nungen von P, Q und QP nach (3), (4) und (9), ferner die Vertauschbar- 
keit von P mit den Permutationen von a,,...,a,. Wegen P; = (4@;,,4;+9) 
wird diese vollsténdig durch P= P,, fir 2Sicn—2 ausgedriickt; 
dabei folgt Po,-;=* P aus P,;== P. Wir notieren also das folgende 
Relationensystem: 


a) p* =1, 

i aoe 

— c) (QP)? =1, 
13 P= Poi («=2,3,...,[8]). 
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Beziiglich der kleinen Werte von nm bemerkt man, daB die Relation d) 
fur n = 4 aus a) bis c) folgt und fiir » = 3 fortfallt, wahrend fiir n — 2 aus 
ce) Q =P folgt und also nur a) iibrigbleibt. 

Es wird nun behauptet, daB (13) fiir >, vollstdndig ist. Hierfiir 
geniigt es, nachzuweisen, da die Ordnung der durch das Relationensystem 
(13) definierten abstrakten Gruppe nicht gréBer als n! sein kann. — Es 
sei gesetzt 

q=Q°PQ*=(QP),-:. 
Aus (13c) folgt dann 


(B) g*-1 = 1. 


Unter Benutzung von (13a und d) hat man 


P, = QPQ™*-P-Q°*PQ™' = Q-P-Pos-P-Q-' = Q-Pgs-Q7™' = Po 


Wir nehmen Pi-s z Poi-a als bewiesen an, was also fiir i = 2 richtig 
ist, und finden 
Pi=q?-Pi-1-9= QPQ™*-P.:-1-Q°PQ ‘= Q-P-Poiss PQ”. 


Ist nun 7 +1 


lA 


n— 2, also i<n— 3, so folgt wegen (13d) 


P= Q- Poise Q” Poi: 


Diese Relation gilt also fiir i—1,2,...,n—3. Aus (13d) folgt dann 
(3) P=P,, (s=2,3,..., (*=41). 
@ 


9 


Endlich ist unter Benutzung der vorletzten Gleichung sowie (13 a—c) und (#) 
(Pq-')""* = P-q-'*Pq-q-?Pq?-...-q-®-9 Pq*-* -q-*-2 
= P-P,-Pa-...-Pgn-s-q = P-Pq-...-Pon-3-q 
. (PQ-*)*"*.Q*"*-q= QPQ™*-q ‘3 
Also ist 
(y) (qP)*~* ==], 


Die Relationen (f), (7), (6) zeigen, daB die Untergruppe {P,q} von 
{P,Q} das System (13) befriedigt, wenn man Q durch g und n durch 
n—1 ersetzt. Diese Untergruppe ist mit der Untergruppe {Q} ver- 
tauschbar. Denn man hat 


QP = Q>°-°P = Pons Q* = Pini Q',; 
giltig fir n—i—1,2,...,.n—3, also i=n—1,n—2,...,3. Aus 
der Definition von gq liest man aber fiir die beiden noch fehlenden Ex- 
ponenten ab: 
Q'P =4Q; 


QP=q°'*Q’. 
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Ebenso hat man 


Og =O PQ™ = Pon-1-2 9" = Pin-t-2 * = P-s-1Q™", 


giltig fir n—i—2=0,1,...,.n—3, also t=n—2,n—38,...,1; und 
aus der Definition von q liest man fiir den noch fehlenden Exponenten ab: 
Q“g=q'Q. 


Jedes Element in {P,Q} kann daher geschrieben werden als Elément in 
{P,q} postmultipliziert mit einer Potenz von Q. Wegen Q”*=1 kann 
(13) daher fiir einen bestimmten Wert von n héchstens n-mal so viel 
Elemente darstellen, als fiir den Wert n —1. Und fiir n = 2 werden die 
beiden Elemente 1 und P dargestellt. — Damit ist der Vollstandigkeits- 
beweis erbracht. 

Vollstandige Relationensysteme fiir die symmetrische Gruppe sind mehr- 
fach aufgestellt worden, zuerst wohl von E. H. Moore*) und W. Burnside”). 
Speziell hat Moore ein Relationensystem zwischen zwei Erzeugenden an- 
gegeben, das aus dem obigen System (13) und noch einer weiteren Relation 
besteht, die in unserer Schreibweise (PoP)’ = 1 lauten wiirde. Der obige 
Beweis gewahrleistet, da8 diese aus (13) folgen mu8; das bestatigt man 
auch leicht direkt, indem man aus (13d) schlieBt: 

P = Pon-2-Pon-s:-- + Pos, 
die rechte Seite mittels (13c) in QP Pg umformt und die Relation aus- 
fiihrlich hinschreibt, wodurch die Mooresche Relation hervorgeht*®) **), 


§ 3. 
Das Relationensystem der durch Vorzeichenwechsel erweiterten 
symmetrischen Gruppe. 


Erweitert man >, durch Hinzunahme der Erzeugenden O zu Q,, so 
ergeben sich als naheliegende Relationen die Ordnung von O, die Ver- 
tauschbarkeit von O mit den Permutationen von a,,..., a, und die Ver- 
tauschbarkeit der Zeichenwechsel in den verschiedenen Elementen. Diese 
Eigenschaften driicken sich in folgenden Relationen aus: 


*) Proc. Lond. math. Soc. (1) 28 (1896/97). 

*) Wie *); siehe auch desselben Autors ,, Theory of Groups of finite Order“, Note C. 

*”) In Comptes rend. Acad. sc. Paris 132 (1901), 8.1031 gibt J. de Séguier ein 
Relationensystem fiir die symmetrische Gruppe an, das er selbst als das Mooresche 
bezeichnet ; indessen fehlt dort die oben mit (13 ¢) bezeichnete Relation, und ein Blick 
auf die Exponentensumme von Q in (18) und der Mooreschen Relation zeigt, daB (13 c) 
nicht aus den iibrigen folgen kann. Das System de Séguiers ist also unvollstandig. 

“) Es sei noch auf L. E. Dickson in Proc. Lond. math. Soc. (1) 81 hingewiesen. 
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ie o* =1, 
(14) b) O= Pg, 
| © O= QP, 
d) O= 0g, 


und (14) ist zusammen mit (13) fiir Q, vollstandig. Hierzu braucht man 
wieder nur zu zeigen, daB die Ordnung der durch (13), (14) definierten 
abstrakten Gruppe nicht gréBer als die Ordnung n! 2” von Q, ist. — 
Es bezeichne 


(15) O; = Oo:-1 (¢==1,...,%), 


also O,—O. Aus (14a) folgt dann Oj =1. Nun ist fiir jeden Wert von h 
Q(QP)* _— gq **PrriePry" — Pon-2P on- See Poi @, 
also fir h=0,1,....n—3 


Popa = Poats- 
Indem man nun (14b) mit (QP)*~* transformiert, folgt wegen (14c) 
(e) O= Po (¢=1,2,...,m— 2). 


Indem man (14d) mit (QP)* transformiert, kommt 


O — Ooerr _ Oon+s 


fir h+1<in—1, daher OO, fiir alle ¢, und durch Transformation 
mit allen Potenzen von Q 

0; 0, 
fiir alle i und k. Die O,; bilden also eine Abelsche Gruppe {O,}, deren 
Ordnung héchstens 2” ist. Diese ist mit {P,Q} vertauschbar; denn es ist 


Q0;= 0;_,Q (¢ mod n), 
PO, . Orr g-s00*"" _ Q *0P.-u-1 0 -~_ O:-1P ions OP 
giiltig wegen (¢) fiir i >3. Fiir die noch fehlenden beiden Exponenten folgt 
PO, = O,P, 
PO,=0,P 
wegen POP = Op = Ogp.p = Og = O,. — Damit ist der Vollstindigkeits- 
beweis erbracht. 

Es ist im folgenden oft zweckmaBig, >, durch ein umfassenderes 
Erzeugendensystem, bestehend aus allen P;, und allen O; = [a;—a;"], 
zu erzeugen. Wir notieren das folgende, in den Indizes symmetrische 
Relationensystem (16) zwischen diesen, und haben aus dem gefiihrten Be- 
weis die Gewiahr, daB (16) eine Folge aus (13), (14) sowie den formalen 
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Definitionsgleichungen (8), (10) und (15) ist. Uber die Verwendung von 
Indizes sei dabei bemerkt: Indizes der Buchstaben P, O, sowie spiter auch 
der Buchstaben U,V, W, die verschieden bezeichnet sind, sollen als ver- 
schieden gelten; ist der besondere Fall, da8 zwei solche Indizes gleich sind, 
zu beriicksichtigen, so wird er jedesma] mit gleicher Bezeichnung der Indizes 
hinzugefiigt. 





a) Ph=1 (Pr = Pus), 
b) Pi = Pins 
©) Py Py = PaPu = PuPir 
(16) a) Orel, 
e) O, = O,, 
f) P,, =2 @,, 
g) P,,0,—0,P,,. 





§ 4. 
Das Relationensystem fiir die Gesamtgruppe. 


Wir nehmen nun die Erzeugende U hinzu. Die Potenzen von U sind 
alle verschieden. Geht man an die Aufstellung von Relationen, die U mit 
P,Q, O verkniipfen, so bieten sich wieder eine ganze Anzahl von solchen, 
insbesondere Vertauschbarkeiten, unmittelbar dar. Tabelle (17) gibt eine 
geeignete Auswahl solcher Relationen an, deren Richtigkeit man aus der 
Bedeutung der erzeugenden Isomorphismen mit leichter Miihe bestatigt: 


a) Us { Pas, 

b) QPPo, 

c) Og:, h) UUg = UgpUgU, 
(17) d) Ue, i) Uop=U"*, 

e) Uo, k) U~*UpUp = OP. 

f) Voge: 

8) Upg ps 








Es wird die Aufgabe der folgenden Paragraphen sein, zu zeigen, daB 
(17) zusammen mit (13) und (14) fiir die gesamte Isomorphismengruppe 
Ir, vollstandig ist. (13), (14) und (17) mége das ,,Relationensystem S*‘ 
heiBen. 

Es ist zweckmaBig, das Erzeugendensystem durch Hinzunahme der in 
(11) und (12) definierten Isomorphismen U;, und V,, zu erweitern und 
Relationen zwischen diesen untereinander und mit den P;, und O, auf- 


zustellen. Das soll in diesem Paragraphen geschehen. Das Zeichen W,, 
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sei als Sammelname fiir U;, und V,, eingefiihrt. Die aufzustellenden Re- 
lationen sollen als Folgerungen aus S abgeleitet werden. Daher wird von 
der Bedeutung der W;, als Isomorphismen nirgends Gebrauch gemacht, 
sondern die W,, werden durch (7), (8), (11) und (12) formal definiert 
als Abkiirzungen fiir gewisse Produkte in P,Q,0,U. Wo es sich dagegen 
um Produkte aus P, Q, O allein handelt, ist es statthaft, von der Bedeutung 
dieser Zeichen Gebrauch zu machen, da ja die Ableitbarkeit jeder Relation 
zwischen diesen aus S gesichert ist. 


Po: = (a,a,) und QPP = (a,a, ...a,) erzeugen alle Permutationen 
von a,...@,. o sei das Zeichen fiir jede solche, also 


n 
o= IT(Pe:, QP Pg) 
fiir ein beliebiges Produkt /7. (17a) und (17b) sagen dann zusammen aus: 
Uso. 


N 


ikim 


sei das Zeichen fiir eine Permutation, die a;,a,,a,,a,, an die Stelle 
von 4,,@,,@,,@, bringt. «,k,1,m sind dabei irgend vier verschiedene 
unter den Zahlen 1,2,...,. Dann ist WN. 


ikim ~ 


o-N,,. Transformiert 


ta 


man daher (17a) mit N,,,,,, 


Ux Us.x,, = Uy _= Diz = Pa:.x 


ikim saad ikim 


so kommt 
2 
— Pim. 


Aus U = a folgt durch Transformatior mit O 


ys, 
daher aus (17a) durch Transformation mit ON,,,,,: 
Vin = Pim 
also zusammenfassend: 
(18a) 7 


. ry 7 . 7t1 . y ° > 
Es ist P N;z.=0-N;,;. Transformiert man W,, p mit N;,, so kommt einerseits 


+1 y+1 ott 
Wis PN, ~ Wis WP, = Wir Pi,? 
andererseits 
yt +1 +1 | 

Wis PN,,° Wis o-N,, — Wis N,; Wei ’ 

also ist 
. +1 >+1 

(18b) Pu Wir = Wi; Pye. 


N,,, sei eine Permutation, die a,;, a,, a, an die Stelle von a,, a,, a, bringt. 
Dann ist 


Ni = 9-Ni;,; 
7 
Ps Ni = 9° Ny, 


P 4s Nj, = 9° Nj,. 
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y . +1 . + ° ° 
Transformiert man Wy. p,, mit Nyz,;, so kommt einerseits 


| 


wt _ +1 aay #1 
‘ Wis Ps¥ as = Was ¥44,P,1 = Wis Bip? i Wik p,,> 
andererseits 
¥t1 +1 +1 

Wire PisX,,, > Wis o-N,, Wie ’ 

also ist 
+1 t1 

(18¢) PyaWa = We Pi. 


Transformiert man W,; a mit N;,;, so folgt genau ebenso 
(18d) PyWa' = Wa’ Pri. 


(18a—d) sagt die Vertauschbarkeit der Gruppen {P;,,} und {W,,} aus. 
Transformiert man (17c) mit O, so kommt 


V = Og:. 
Diese Relation und (17c) geben bei Transformation mit N;,, 
(18e) W,, = O,. 
Wegen Op = O, sagt (171i) aus: 

Uo, =U", 


woraus durch Transformation mit O folgt: 
Vo," at, 
also zusammenfassend: 
Wiso, = Wit’, 
und hieraus durch Transformation mit N;,: 
(18 £) O.Wi' = Wi' Oz. 
Endlich gibt (7) bei Transformation mit N,, 
g ik 
( 18g) 0; Use’ —_ Vi’ 0;, 
die man auch schreiben kann 
O:Vie' = UR" 0;. 


(18e—g) sagt die Vertauschbarkeit von {O,} mit {W;,}, also (18a—g) 
die Vertauschbarkeit von 2, mit {W,,} aus. 

I’, ist aber nicht das ,,direkte Produkt“ von 2, und {W,,}, da diese 
beiden Untergruppen, wie (17k) zeigt, mehr als das Einheitselement ge- 
meinsam haben. Aus (17k) folgt durch Transformation mit N,, wegen 
PN,, =0-N,, und (7) 


(18h) Ui UreVig’ = O; Piz. 
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und hieraus durch Transformation mit O, wegen (18f, g): 

(181) Use Vix Viz = On Pir. 

Die noch iibrigen Relationen (17d—h) liefern Relationen innerhalb der 
Gruppe {W,,}. Da N,,,,,=9-N,, und Q’N,,,,,=9-N,,, ist, ergibt (17d) 
bei Transformation mit N,,,,,: 


U,, = U, 


im? 


welches durch Transformation mit O, und mit 0,0, wegen (18e—g) er- 
weitert wird zu: 


(18k) W,, =: W,.- 


+ 


Es ist Pop = (a, 4), also Pop Nii = 0- Ni; und da Ni, = 6: Ny so 
gibt (17g) bei Transformation mit N, 


kt* 


U;, = On, 


t 
welches durch Transformation mit O; und mit 0,0, erweitert wird zu: 


(181) W,, = W, 


f = 
(17e) besagt U = V und gibt bei Transformation mit N,,: 

(18m) U,. => Van. 

(17f) besagt U = Vop und gibt wegen QPN,,,=0-N,, bei Transforma- 
tion mit N;,,,: 

(18n) U,, = Vi. 

Endlich haben wir noch die Folgerungen aus der bedeutungsvollen Rela- 


tion (17h) zu ziehen, welche aussagt, daB Ugp der Kommutator von U 
und Ug ist. Wegen 


Ny, = 9°N;,; 
QN.,=9-N,,, 
QPN,, =9-N,, 


ergibt (17h) bei Transformation mit N,,,: 
U;,0,, = 0;,0,,0;,; 
woraus durch Transformation mit O, wegen (18 e, f): 
Ui Uns’ = Usa’ Uni Vix, 


also zusammenfassend, mit Riicksicht auf die Vertauschbarkeit von U;; 
und U;; nach (181): , 


(180) Uie Uni Ua Udy Uds* = Use Uns Uae UF UH = 1, 
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woraus durch Transformation mit O,: 


(18p) Oia’ Vit! Ure Var Ust' = Un Vit Use Ua Viv’ = 1, 
und mit O;: 

(18q) Vin’ Uni’ Vix Udt' Vit® = Vin’ Unn' Vin Vit Us = 1, 
und mit O0,0,: 

(18r) Vin Vit Vie Vir Vit’ = Vie Vit Vie Vit’ Viv’ = 1 
folgt. 


Der Obergang von (17) zu (18) laBt die Tragweite der einzelnen 
Relationen in (17) erkennen. Die Ausnutzung der Eigenschaften der Unter- 
gruppe 2, von I, erméglicht es, die iiber 2, hinausgehenden Relationen 
auf die knappe Form (17) zuriickzufiihren. 


§ 5. 
Volistindigkeitsbeweis fiir die Gesamtgruppe. Zuriickfiihrung auf ein 
Lemma. 


Statt der Darstellung I. —{P,Q,0O,U} wird weiterhin die Dar- 
stellung I. = {P;,, O;, W;,} zur Anwendung kommen. Nach dem letzten 
Paragraphen ist 2,=—{P;,,0,} mit {W,,} vertauschbar. Ist also Q das 
allgemeine Zeichen fiir eine Operation aus 2,, so kann jeder Isomorphis- 
mus in jede der folgenden Formen gebracht werden: 


Q.11(W,,), 
IT(W,,)-2, 
2Q-IT(W,,)-Q. 
Wir nehmen den in §1 definierten Begriff der ,,Ldnge“ L(J) eines Iso- 
morphismus J wieder auf. Es ist L(Q2)—n, insbesondere L(1)=—n, und 
L(1Q2)= L(QI)=L(QI2)=L(I). 


Die Lange eines Isomorphismus wird also allein durch den ,,Kern“ I/( W;,) 
bestimmt. Es sei 


I ns we Ww = w” 


ein solcher Kern, wo jedes W™ irgendein W,, bedeutet und K unverkiirz- 
bar in diesen geschrieben sei. Wir definieren 


L(w?w ... Ww”) — 4, = L(K), 
Le? ...0). . why 


ae ae we. a, ee ee ee 
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und nennen die Folge von ganzen Zahlen > n: 
4(K)=4,,4,,..., A 


das ,,Diagramm“ von K. Transformiert man K mit einem 2 unter Be- 
nutzung der Vertauschungsrelationen (18a—g) des vorigen Paragraphen, 
so erhalt man einen neuen unverkiirzbaren Kern von r Faktoren mit dem- 
selben Diagramm. LaSt man neben den W™ auch Faktoren O, und P;, 
zu, so erweitert sich die Definition zum Diagramm 4 (J) eines beliebigen 
Isomorphismus bezogen auf eine bestimmte Produktdarstellung desselben. 
Ein Diagramm heiBe. ,,normal‘*, wenn die 4 eine nirgends wachsende Folge 
bilden, die zugehérige Produktdarstellung eine ,,Normalform“ fiir den dar- 
gestellten Isomorphismus. Wie schon in §1 genannt, kann jeder Isomor- 
phismus als Produkt in den P;,, O,, W,, in Normalform dargestellt werden. 
Es wird nun gezeigt werden der folgende 


r 


Hauptsatz. Zu jedem in der Form I=II(P;,,0;, W;,) gegebenen Iso- 
morphismus lift sich eine Darstellung in Normaljorm I= II'(P,,,0,, W;,) 
so finden, daB die Relation 


IT (P,,, O,, Ws,) = I"(P,,, Oj. Wx) 


tk? 
eine formale Folge der oben entwickelten, aus S folgenden Relationen (16) 
und (18) zwischen den P;,, O;, Wy ist. 

Mit dem Beweis dieses Hauptsatzes wird die Vollstandigkeit des 
Relationensystems S fiir I, bewiesen sein. Denn es sei 


(19a) R(P,Q,0,U)=1 

eine beliebige, nach der Bedeutung von P, Q, O, U richtige Relation 
in I’,. Man fiihre die Symbole P;,, O;, U;,, V;, Jediglich als formale 
Abkiirzungen fiir gewisse Produkte aus P, Q, O, U ei, die durch (7), 
(8), (10), (11), (12) und (15) gegeben sind. Dann ist 


A ae eee Pus; P,.= Pon-2Pon-s ce PoP - ” Aetiie|  g aith 


und dies ist nach S gleich Q. Substituiert man nun in (19a) P,, fir P, 
O, fiir O, U,, fir U und Py_, ,Pa-2.n-1--- Py. fiir Q, so hat (19a) 
die Gestalt 

(19b) R'(P,,, O,, W,,) = 1. 


Nach der Aussage des Hauptsatzes kann man nun die linke Seite dieser 
Relation unter alleiniger Anwendung der aus S folgenden Relationen (16 
und (18) in eine Normalform R” verwandeln: 


(19¢) R" (Pi, O;, Wiz) = 1. 
Wegen R” =1 ist L(R”)—n, und da R” als Normalform ein nirgends 
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wachsendes Diagramm hat, besteht 4(R”) aus lauter Zahlen n. Daraus 
folgt, daB in (19c) tiberhaupt kein W,, vorkommen kann, denn das Auf- 
treten des ersten Faktors W,, wiirde eine Zahl n+-1 im Diagramm her- 
vorrufen. (19¢) lautet also in Wahrheit: 


(19d) R"(P,,, O,)=1 
und indem man die P,;,, 0, durch ihre Ausdriicke in P, Q, O ersetzt: 
(19e) R’ (P,Q, 0) =1. 


Der Ubergang von (19a) zu (19e) bedeutet, daB die Erzeugende U aus 
der vorgelegten Relation durch alleinige Anwendung von S herausgeschafft 
worden ist. (19e) kann dann weiter dem in § 2 und § 3 gegebenen Voll- 
standigkeitsbeweis zufolge mittels S in eine Identitét umgewandelt werden. 
Jede Relation zwischen P, Q, O und U wird also durch S auf eine Iden- 
titat zuriickgefiihrt, w. z. b. w. 

Es kommt somit alles auf den Beweis des Hauptsatzes an. Wir 
suchen diesen auf einen Satz geringeren Umfanges zuriickzufiihren. Zu- 
nachst ist, wie oben gesagt: 


IT (P;,, O;, W,,) = 2-K(W,,)-2, 


und das Diagramm der rechten Seite ist monoton, wenn dasjenige von 
K(W,,) monoton ist. Wir kénnen uns also auf den Kern K beschranken. 
Die Faktoren von K und die Zahlen 4 des Diagramms 4(K) seien wie 
oben bezeichnet. Ist 4 nicht monoton, so sei @ der gréBte Index derart, 
daB 4,< 4,11:; @ bezeichnet also die Stelle der letzten Nicht-Monotonitat 
im Diagramm von K. Dann betrachten wir den Teilkern W° W°*”... W 
und zeigen, daB dieser mittels S so umgeformt werden kann, daB keine 
der Zahlen des neuen Diagramms dieses Teilkerns den Wert 4,,, erreicht. 
Offenbar kann man dann durch fortgesetzte Anwendung solcher Umformungen 
1(K) in einer endlichen Anzahl von Schritten monoton machen. Eventuelle 
Faktoren 2, die dabei zwischen den W,, auftreten kénnen, kann man dabei 
immer an den Anfang oder das Ende schaffen, ohne im iibrigen den Proze8 
zu stéren. Der Hauptsatz ist also zuriickgefiihrt auf das folgende 
Lemma. Es set 


K(W,,) = ww... Ww” 


LW? ws”. W) =, 
4’ 2a2i2i 2... ai 
dann gibt es eine aus S folgende Umformung 
K(W,,) = 2-K'(W,,)-2 


derart, dap keine Zahl im Diagramm A(K’) den Wert i, erreicht. 
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Um die Sonderstellung von 4, als der gréBten Zahl in 4(K) hervor- 
zuheben, wird diese weiterhin mit A bezeichnet. § 6 beweist das Lemma 
in dem Fall, daB 4, >%,, daB also A in 4(X) nur einmal vorkommt. 
Doch wird diese Bedingung dem § 6 nicht als durchgehende Voraussetzung 
vorangestellt, da dieser zugleich die Erledigung des allgemeinen Falls in 
§ 7 vorbereiten soll. 


§ 6. 
Beweis des Lemmas. I. Teil. 


Durch Transformation von K mit einem geeigneten 2 kann man er- 
reichen, daB W =U,,: Denn hat W" die Indizes i, k, so verwandle 
man diese in 1, 2 durch Transformation mit N;; nach (11) und (12); 
Vis' wird durch Transformation mit O, in U,i verwandelt nach (18g); 
U;3' wird durch Transformation mit O, in U,, verwandelt nach (18f). — 
Es sei also W —U,,. Ferner sei bezeichnet: 


W?w...W —I=[a,, a, ...,0,). 


Wir haben uns in diesem Paragraphen um die Faktorenfolge von J nicht 
zu bekiimmern und haben demnach nur die folgenden Voraussetzungen : 


K=U,W"'l, 
L(K)=4,< A, 
L(W® I) =4,=A, 
L(I)=4,< A. 


Es kommt nun alles auf den Faktor W™ an. Wir nehmen zunichst an, 
daB er keinen Index mit Uj, gemeinsam hat: 
Ww” — Wa (i,k =3,4,...,n). 

Setzt man dann 

K’ = Wi Ui I, 
so ist K = K’ eine Folge von (18k). Die Wirkung des Faktors U,, auf 
den Isomorphismus ist hier unabhiingig davon, ob Wj’ vorher oder nach- 
her ausgeiibt wird. Also ist L(U,,I)< L(I). Ist also 4, < A, so tritt 
A in A(K’) iiberhaupt nicht auf, das Lemma ist also erfiillt; ist 1, = A, 
so ist die Untersuchung auf den kiirzeren Kern U,,J zuriickgefiihrt, der 
wieder die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt. 

Ahnliche Gesichtspunkte haben uns im folgenden in den schwerer zu 
erledigenden Fallen zu leiten, wo W ® mit Uys einen oder beide Indizes 
gemein hat. Es bezeichne ¢ eine beliebige der Zahlen 3,4,...,”. Dann 
ist noch leicht zu erledigen der Fall w” — W2'. Denn dies ist wegen 
(181) mit Uj, vertauschbar, und von dem umgeformten Kern K’ = Wis Uye I 








- 
8&5 


Die Isomorphismengruppe der freien Gruppen. 1 


gilt das gleiche wie eben von W,;'U,J. Wir haben fiir W™ daher der 
Reihe nach noch folgende Fille einzeln zu betrachten: 
I w= Wis’, 
Il. w” Pe i" . 
I. Ww — Wr", 
IV. Wo — Wi, 
V. W— We’. 
P,, ist wegen (18a) mit U,, vertauschbar. Bei Behandlung von III, 
IV, V kénnen wir daher durch Transformation mit P,, wegen (18c,d) 
erreichen, da8 wir fiir ¢ den speziellen Index 3 haben. 


L K=U.Wi I. 


+1 y es . » ° 
W;. kann wegen der vorausgesetzten Unverkiirzbarkeit von A nicht 


y~1 . + . y . . o 
U;s sein. Es kann auch nicht U,, sein. Denn wir hatten: 


449 
Uy, L=[ G0, Oy,...], 
Ose 1 = [Xe , Ge, -- +} 


mit L(a,«,)>L(e«,) und L(a,a,a,)< L(e«,¢,). Bei der Hinzufiigung 
des ersten a, diirfte also von diesem héchstens die Halfte durch Ver- 
kiirzung ausgeléscht werden, bei Hinzufiigung des zweiten «, miiBte von 
diesem mehr als die Hialfte ausgeléscht werden. Es miiBten also die 
beiden Faktoren des Produktes «,«, sich mindestens bis zur Halfte aus- 
léschen, was fiir jeden unverkiirzbar geschriebenen Ausdruck «, unmdglich 
ist. Wir haben fiir W,2' daher nur die beiden Unterfille Vi. und Vy’. 


a) K = Uys Viel - 


Vig d me [ ae, Ges +2 fy 
Oyq Vuq I = [egy leg, Hq, --+]- 
Hier ist L(«,a,)> L(a,) und L(e,a,a,) << L(a,a,). Wir werden im 


folgenden viel mit Langenzahlen der « sowie von Teilen und Kombinationen 
der « zu rechnen haben. Es wird nicht zu Mi®verstandnissen fiihren, 
wenn wir dabei das Lingenzeichen L() fortlassen und also z. B. obige 
Ungleichungen schreiben: 


&,, > tk, , 

Cy OW < Ugh, « 
Es kommt nun alles darauf an, wie die gegenseitige Absorption der Er- 
zeugenden a in dem Ausdruck «,a,«, vor sich geht. Um die Ubersicht 


iiber die méglichen Fille zu erleichtern und uns kurz ausdriicken zu 
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kénnen, verwenden wir eine Veranschaulichbung durch einen unendlichen 
Streckenkomplex N mit folgenden Eigenschaften: 1. N ist ein ,, Baum“, 
d. h. irgend zwei Punkte A und B in N bestimmen eindeutig einen Ver- 
bindungsweg AB in N, wenn man es vermeidet, eine Teilstrecke hin und 
unmittelbar danach zuriick zu durchlaufen. 2. Von jedem Eckpunkt in N 
gehen 2n Teilstrecken aus. — DaB ein solcher Streckenzug auch in der 
Ebene topologisch méglich ist, folgt z.B. daraus, daB er in der hyper- 
bolischen Ebene metrisch regular konstruiert werden kann, so da8 also 
alle Teilstrecken gleich lang sind und der Vollwinkel um jeden Eckpunkt 
in 2n gleiche Teile geteilt ist. Man hat dazu offenbar nur die Linge der 
Teilstrecke so groB zu wahlen, daB die Ecken eines Polygonzuges mit 


dem Polygonwinkel = einer Abstandslinie folgen. — 3. Jede Teilstrecke 


trigt den Namen a; einer Erzeugenden und einen Durchlaufungssinn, und 
zwar so, daB von jedem Eckpunkt jede Erzeugende mit positiver und 
negativer Richtung ausgeht. — N ist mit diesen Eigenschaften das Dehn- 
sche ,,Gruppenbild“ von F,. Wahlt man die Bezeichnung fiir den hyper- 
bolisch-regularen Komplex iiberdies noch so, da8 die Erzeugendenstrecken 
bei positiver Umlaufung der Netzpunkte iiberall gleich angeordnet sind, 
so ist die Bewegungsgruppe der hyperbolischen Ebene, die dies bezeichnete 
Netz mit sich zur Deokung bringt, mit F, isomorph. — Doch wird im 
folgenden hiervon sowie von der hyperbolisch-reguléren Konstruktion oder 
iiberhaupt von der Gesamtheit von N nirgends Gebrauch gemacht, viel- 
mehr nur topologische Eigenschaften endlicher Teilkomplexe aus N ver- 
wendet. Es seien AB und CD zwei — unverkiirzbare — Wege in N. 
AB=CD soll dann besagen, daB sie ,,gleich lang“ sind, d. h. aus gleich 
vielen Teilstrecken bestehen. AB= CD soll besagen, daB sie iiberdies 
aus den gleichen Erzeugenden in gleicher Reihenfolge bestehen. (a, in 
negativer Richtung durchlaufen entspricht a; '). Jede Erzeugendenfolge kann 
auf eindeutige Weise von jedem Eckpunkt aus als Weg in N beschrieben 
werden. Fiir zwei verschiedene Punkte A und B ist immer AC = BC 
und AB= BA. Sind A, B und C drei verschiedene Punkte und ent- 
halt der unverkiirzbare Weg AB den Punkt C, so sagen wir: C trennt 
A und B auf N. 

¢ a —2 In unserem obigen Fall beschreiben 

> wir nun die Erzeugendenfolge a,«, von 
einem Punkt A von N aus, desgleichen «, 
allein. Es sei AC=a, und CD=a,, 
also AD =a,a,. (Siehe Fig. 1.) Dabei 
A kénnen CA und CD ein Stiick CB ge- 
meinsam haben, es kann aber auch CB = 0 
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sein. Jedenfalls wissen wir aus der Voraussetzung «, «, >«,, daB AD>CD, 
also BA > BC ist. Um nun zu «,a,«, zu kommen, beschreibe man a, 
von D aus, «,= DF. Sei # der Punkt, in dem DF von der bisher 
gezeichneten Figur abzweigt. HZ kann speziell mit F zusammenfallen, wenn 
namlich DF ganz auf der bisher gezeichneten Figur verlauft. 


























F ‘k F 
* 
Orson _ bet - i a Bs a 
S43 5. ee, eee 
" ' 
A A A 
Fig. 2a. Fig. 2b. Fig. 2c. 


Wir nehmen zuniachst an, daS HF auf DC liegt, also nicht A von B 
trennt; s. Fig. 2a,b,c. In den beiden ersten Fallen ist DZ, im letzten 
DB das Stiick, das beim Anfiigen von a, an a,a, geléscht wird, daher 


gréBer als > wegen @,@,a@,<«,a,. Infolgedessen ist «,a¢,<«,. Setzt 


man dann 


K' = Vio U,,1, 


so folgt K=K’ aus (18m). Dabei ist L(U,,1)<L(1), also <A. 
Fiir L(ZJ)< A ist also das Lemma erfiillt, fiir L(J)= A ist die Unter- 
suchung auf den kiirzeren Kern U,, J zuriickgefiihrt. 

Wir nehmen dann an, daB £ die Punkte A und B trennt; s. Fig. 3. 
Sei M, die Mitte von AC, also ein Eckpunkt, falls L(AC) gerade ist, 
und die Mitte einer Erzeugendenstrecke, falls _ 
L(AC) ungerade ist; M, ebenso die Mitte ‘= a 
von DF. Wegen AM, = DM, (ieide sind 3 
Anfangshalften von «,) kénnen M, und M, 
nicht zusammenfallen. Wegen a, «a, > «, liegt 
M, auf AB, wegen a,a,a@,<a,a, liegt M, 
auf DE und nicht nZ. BC+BD, wegen A ¥ 
M,+M,. Wire BC>BD, so lage M,M, Fig. 3. 
auf BE und M, naher an B. Aus M,A = M,D 
wiirde dann M, M,= M, M, folgen, was unméglich ist. Also ist BC < BD, 
daher «,«, <«,,, weil in a,a, ein gréBerer Bestandteil ausgeléscht wird ; 
in K* ist also wieder L(U,,I) < A. 

b) K=UyVu' I. 


Vig T=[ ag ay , a, ...), 








7-1 -1 
Ure Vie I= [ 2 G1, Meg, Ug, .. ‘Be 
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Hier ist ety > ay und as cya <a 'a,. Man zeichne a ‘a, a, 
und man erhalt vier, den Figuren 2a, b,c und 3 entsprechende Figuren, 
nur mit umgekehrter Pfeilrichtung auf AC. Die wieder aus (18m) folgende 
Umformung 

K'=Viaq' Ul 
geniigt wieder in den drei ersten Fallen; ebenso im vierten Fall, wenn 
CB<BD. CB=BD ist unméglich wegen BC=+BD. Also sei 
BC> BD. (Siehe Fig. 4.) Es sei 
CG = DB, also CG = DB als Anfangs- 
bestandteil von «. Wegen aso => &%, ist 








a, —1 1 e 
CBsz, wegen G @%G,< a, a, ist 


2 , 

DE > Z, also ist DE>CB, also 
BE>GB. Sei H der Punkt auf BZ, 
fir den BH = GB, dann ist BH= GB. 
«, und a, kénnen daher aus folgenden 
Erzeugendenfolgen zusammengesetzt werden : 

1 =(CG)(GB)(GC), 

«, =(CG)(GB)(@B)(HA). 


Dann bilden wir den neuen Kern 





a 


K’ = U3" Va' Uy Va‘ Va J, 


dessen sukzessive gebildeten Teilkerne aussehen wie folgt: 


Va I=[ om , a; a2=(CG)(GB)(HA), ...], 
Van I=[ a , a > (CG)HA) ,...}, 
Die Va J = [ay ae, Qi te . rs F 
Ver Use Vex 1 = [cy ety, ee, eee, ...), 
K’ = Uy3' Vax Uig Van9- T= [ cee , yy a, ...). 
Die Langen aller dieser Isomorphismen bleiben unterhalb A= L( [az * ety, Wa,» = 
denn: die beiden ersten sind < L(I); L(K’)= L(K)< A; der vierte ist 
L(K’) wegen «a; ‘cy <a; der dritte ist < A wegen «; ts = tin ey 
und «; Ge <a. — Es ist K= P,20,K", und es bleibt noch zu zeigen, 


da8 diese Relation aus § folgt. Es ist nachzuweisen 
Usa Viz" Ver Ura’ Ver U2 O2 Pre = 1. 
Mittels (18i,h) wird die linke Seite: 
yg Ug3" O, Prag Pug Oy Uses" - Vex Ug Op P, 


. 
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also durch Vertauschung von U,,* und V,, nach (18m) und erneuter An- 
wendung von (18h): 

Uys Us: 0,0, V_, ° 9, Pig Vay * On Pre» 
welches durch (18f, g) auf 1 zuriickgefiihrt wird. 


Il. K=U,,W,, I. 
Wir haben fiir Wi, der Reihe nach U,,, U,,', Vs,, V.,' zu setzen. 
a) K=U,,0U,, I. 
U,i=[ « 


K = U,, Ug, 1 = [a,0,0,, %,%,,...] (mit aa,a,<a,). 


» 9 Met, ---) (a &e, 2a), 


Man zeichne AB=a,, BD =a, mit Abzweigungspunkt C, endlich 
AF=«," mit Abzweigungspurkt Z. Nimmt man zunichst E auf AB 
































F 
F 
aa oO" 
A =<——— b> &z B ——— f—> &4——_—_— > » 
4 oe 
rs) 
Qa 
Fig. 5a Fig. 5b. 


an, so hat man eine der Figuren 5a, b, wo man z. B. in 5a den Fall 
E=C, also EC=0 mitrechnen mége. Man bilde den Kern 


K'= Us, Ven Vio Val, 


der folgendem Aufbau von J aus mit den beigefiigten Langenzahlen ent- 
spricht: 





MiG, | Gig, | Moya, | a, a, 

Go, | a WH, =| ayy te 
- a | | | , 
4,<A Hs Me My ASA 


wobei die ungeanderten Elemente «, ...«, nicht mitgeschrieben sind. In 
Fig. 5a ist CD>CB, EC+CD<EA, daher CB< EA, daher 


My < A, py <4,, My <4,. Dieselben Ungleichungen gelten aber auch 
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im Falle 5b wegen CD>CB, CA>CD, daher CA>CB>EB. 
Wir haben noch aus S abzuleiten, dab K = K’, daB also 


Us, Ve," Vie Voy U3, U3 = 1; 
durch Anwendung von (18m, i, h) folgt 
Uy,-U,,' 05 P,4°Us3' Pas 0, Un» 
und dies reduziert sich mittels (18b,f) auf 1. 
Bleibt noch der Fall, daB E die 
A ———s Punkte C und D trennt (Fig. 6). Hier 
AE ist BC<CD und ED<EA. Die 
Mitte M von AD liegt also auf AZ. 
G M kann nicht auf CZ liegen, denn 
aus MA = MD wiirde MA = MD fol- 
‘7 gen als Endbestandteil von «,. M trennt 


Fig. 6. also A und C; also ist AC >CD und 
daher AC > CB. 











K Vis Us, Vay I 
i | a, a, | a, 
G00, | &, a, a, M t, 
i<A a + #1 on 


Hier ist w,<4,, denn wegen AC>CB muB EF< ED sein, also 
FC<DC<AC, also a,a,<«,. Ferner u,<4,, da a, <a,a, wegen 
CB<CA. Es ist K=P,,O, K’, und dies folgt aus (18 m, i). 

b) K=U,,U,,' 1. 

Man erhalt beim Zeichnen von «, «,«a,* drei den Figuren 5a, b und 6 
entsprechende Figuren, nur mit umgekehrter Pfeilrichtung auf DB. In 
den Fallen 5a, b hat man dieselben GréBenrelationen wie oben und 

K'= Var Vex Us" Va! 
geniigt aus denselben Griinden wie dort. Es ist K=0O,0,K'. Wegen 
(18m, h) folgt: 
0, 0, Von iy Voy Us, U3," = 0, 0, Vox ; Voy U3 Us, ; Ve, U;,' 
= 0,0, Var" Py Og: Pg O,U5,' 
und dies wird 1 mittels (18 f, g). 


Im Fall der Fig. 6 ist CA+ CB wegen CA=CB. Es sei zunichst 
CA> CB angenommen. Dann ist EF< ED. Es sei K' = V,,'U,,'V.,1 
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an : 
@, a, | , «, 
-j -} 
@, My a, G, HM, | a, Gy | , 
— | 
<a My My | 4,54 


Dann ist u, << A, da FB< AD; pw, <i,, daa, <a,a,* wegen CB <CA. 
Es ist K = P,,O,K', und dies folgt aus (18 m, i). 

Endlich sei CA < CB angenommen. Dann sei G auf BC der Punkt, 
fir den BG = AC, also BG = AC als Anfangsbestandteil von a>’. Nach 
Voraussetzung ist 

CE+EDE=CB=CG+CA, 
CA+CE>ED, 
woraus durch Addition: 
2CE>CG. 
Die Erzeugendenfolge G C wiederholt sich daher (als Teil von «;*) auf CE 
von C aus, so weit CE reicht, d. h. mehr als die Halfte von GC. — Es sei 


Ce Un Voy i 0; I 





~1 3 a? | -3 ~ | ; 
4% 4% | 4S aM, a, a, | a, 
i -j i 
O, &, ; &% | a, | Oy a, 
A,<A | Ms Me My | 4sA 


Hierbei ist u,<4,, wegen CA < CB; ferner », <,, denn beschreibt 
man «,* von A aus, so verlaiuft es zunichst bis C wegen AC = BG und 
darauf mehr als die Hialfte der Erzeugendenfolge GC auf CZ, wie oben 
gefunden wurde; L(«,) ist aber 2BG+GC. Da somit a, a,” <a, ist 
u, < A. — Es ist K=O,0,K’'; man hat nach (18h): 











O, O, Uz," + Ve, U;2':U;,’ U,,-U;," = 0, 0,U x" P.O, U,,-O, Py Vin U2" 
und dies wird 1 nach (18f, g, m). 
c) K=U,,V,, 1. 
a, «a, le a, «a, 
a, &, , tk, 
i,<A | | 1g 
In «,a,a, wird von dem mittleren ————— 1 — I ————r 
Faktor «, durch den vorderen Fak- ~ 9 i 
tor «, weniger als = ausgeléscht, ‘ 
durch den Faktor «, héchstens , 





5 t 
wegen @,a,>«,. Der mittlere Fak- Fig. 7. 
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tor wird also nicht ganz absorbiert, und wir haben beim Zeichnen von 





«, «,, nur eine mégliche Figur (Fig.7), mit CD>0. — Es sei 
K'= Voy U;" Ver. U,,1 
&, &, &, &, Uy i,t, Uy Uy a, 
tu, hy ar a a us a, ‘lke le ly 
A<A | Ms My My 4sA 


Nach Voraussetzung ist AC+-CD>DB und AC>CD-+ DF, daher 
durch Addition: 24C > DB+-D F =«,, und da AC < “ (wegen «? > a 


» 


folgt «, >«,, daher «4,< A. Da AC<CD-+ DB (weil 1), folgt 


» 


i/> 


» 


DB> DF, daher «,«, <«,. Es ist also BD > “: und AC > =f die ersten 


Cc 


- 1 Erzeugenden von AC stimmen daher mit den ersten |-;*| +1 
—1l\ = . . 1-1 11 

von BD (als Anfang von «;') iiberein. Also ist a, ‘a; ‘@, <a, *‘a, ; 

hieraus und aus «,«, <«, folgt u,<.1. Zugleich folgt u, < ,. 


Es ist K = K’, und dies folgt durch zweimalige Anwendung von (18h) 
sowie von (18m, f, g, b). 

d) K=U,,V,,'1. 

Man hat K’=V,,"J. Die Relation K =- P,,O0,K’ folgt aus (18i). 
Die noch fehlenden Faille III, IV, V setzen n> 2 voraus. Also ist mit 
dem bisher Erreichten der Vollstandigkeitsbeweis fir S fiir n= 2 ab- 
geschlossen. (Natiirlich ]48t sich dieser einfacher fiihren, wenn man von 
vornherein n= 2 voraussetzt, weil man dann iiber die Gestalt der « 
ganz spezielle Voraussetzungen hat.) — Im folgenden haben wir ein drittes 
Element von J, «,, in die Untersuchung einzubeziehen. 

iil. K=U,, WI. Da O, = U,, nach (18e) kénnen wir durch 
eventuelle Transformation mit O, wegen (18g) erreichen, daB W,, den 
Exponenten -+-1 erhalt (analog unten in IV und V). Wir haben daher 





— ' , : 
fiir W,, erst U,,, dann V,, zu setzen. 
, . we 
a) K=U,,0U,, 1. 
a, Us, a, «, 
hs ri ly 
U, &, us a, us 
: zr - 
4A,< A i | 445.1 


Man zeichne folgende Figur: AB=«,; AD=«,;' mit dem 


3 


Abzweigungspunkt C von AB; BF=«, mit dem Abzweigungspunkt £ 
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von der bisher gezeichneten Figur. Trennt E£ nicht A und C, so 
bilde man 


K' = Us," Us, Uy, 1 


«,¢ | a, & li, Gs a, 
} 

ae | a, us, ly 
| 

ls &, | Ul, Uy Oy Us | « 





Aus «,«, < «, folgt u, << A,, uw, < A, bei obiger Voraussetzung iiber ZF. 
K = K’ folgt aus (180). Trennt E aber A und C, so ist CB>CA 
wegen «a, >«,, also EB > EA, also «,«¢,<«,. Dann wird in 
K’ = V,,'U,, Vo, 1 
A nicht erreicht. K=P,,O,K’. Dies folgt aus (181, i). 
b) K=U,, V,, 1. 


Man zeichne A B=«,; B D=a, mit dem Abzweigungspunkt C von AB; 
B F=a, mit dem Abzweigungspunkt E von der bisher gezeichneten Figur. 
Dann bilde man 


$1 


y 
12 





K'=V,, Ven U,_1 
U, Gs a, a, | a, a, «, 
( a, | ly a, 
a, Us a, * « a, 
A, | Ms uM, | 4,54 


Hier ist u, < A,, weil nach Voraussetzung «,c,< «,. Trennt £ nicht A 
und C, so ist BE 3 (wegen «, a, <«,), also auch «;*«, <«,, also 
fy << m@,- E trenne daher A und C. Wir stellen die Bedingung dafiir 
auf, daB u, < A ist. Es ist 
A=i,+AC—CB, 
us =4,+ (EF— EB)+(CF—CB), 
daher uw, < A solange AC— EF+EB—CHK>0, 
a, —-2EkF>0, 
und da EF < EB, wegen a,a, <«,, ist dies erfillt, solange 
«,—2EBS0, 
d.h. AE=>EB. Es ist daher nur noch AE < EB anzunehmen. Dann 
ist «,@,<«,. Dann geniigt K” = V;,'V,, V.,J. — K— K’ folgt aus (18q), 
K = P,,0,K” aus (181, i). 
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IV. K=U,, Wy. 
a) K=U,,U,,1. 





a, as a, a, as «a, 
Gy i, i, 
as as | as 

Res 1-2 | &ea 


Man zeichne AB =a, und AD =a,‘ mit dem Abzweigungspunkt C, 
endlich B F=«, mit dem Abzweigungspunkt Z. Falls EZ nicht C und D 
trennt, bilde man 


K' = Us U4 Uss I 


@,%c, | G,a,a, a 





1 @, 
a, G., hs Gs 
es | &&% | %% ts 
- i | ; 
A<A | My | My 4S A 


Aus «,a,c,<«a,a, folgts BE> =, also a,a,<«a,, also pu, < d,, 
2<4,. K=K' folgt aus (180). Bleibt der Fall, daS C und D von E 
getrennt werden. Ist CF < CB, so geniigt K’ noch. Also seiC F>CB. 
Wegen «,«,>«, ist CB>CA. Falls CB>CA, geniigt K” = V,,'U,,V.,1 
wegen «a, <a,. K=K” folgt aus(18p). Falls CB—CA, also 4, = A, 
kénnen wir noch den Fall erledigen, daB «,<«,. Wir haben dann die 
Voraussetzung CD <CA=CB<CF, also «a, <«,Sa,. Es sei 


A 





id —ipy-igp , 
K = Vs, Vis Vos Vy, 
—1 -2 | ' 
ks &s a, a, &, 
| 
&, Wy hy 0, |. G,a,a, | a, th, 
— 
ty | GM =| %% | %e | 
, | | 
4,<A 7 Ms | My My | 44=A 
Hier ist u,< A, wu, <A, wegen «,a,< a, und «, <a,, mw, <A, wegen 


1%, <a@, <a«,. Es ist K=P,,P,,0,0,K’ , und dies folgt, indem nach 
(181, i): 


Pos Ps 0, 0; Vos fm Vag Vs U;3" | iy 
— Ps Py. 0, 0; (Vas Vex ) ( Vix Voy 1 iy ) fly 
= P,, P,,O, O, (P30, Ug) (Py, Oz) Uj,’ = 1. nach (18¢, e). 
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Hiermit ist Fall IV a) erledigt bis auf den folgenden 





‘ <CD 
Restfall: ca-cpi= 
estfa \<oFr 


Fiir die Weiterbehandlung dieses Restfalles, in dem also 4, = A ist 
und «, zu gleichen Teilen zwischen «, und a, ausgeléscht wird und diese 
mindestens die gleiche Lange haben wie «,, ist der vorderste Faktor des 
Teilkerns J in Betracht zu ziehen. Es wird hierfiir auf den nachsten 
Paragraphen verwiesen. 


b) U,. 4551 


19°13°° 

Man zeichne AB=«,, AD=a,’ mit dem Abzweigungspunkt C und 
dann B F= a, mit dem Abzweigungspunkt Z. Trennt £ nicht C und D, 
so geniigt K'= V,,U,,]. K= K’ folgt aus(18n). 2 mége also C und D 
trennen. XK’ geniigt noch, solange «,a, <«,a,, d.h. solange AF < DB. 
Wir nehmen also AF> DB an. 

Es se CB >CA. Dann ist CD<CF, also a,a,<«,. Und da 
CDS=CA, wegen a,a,>«a,, 80 ist CF >CA, also a, >a,. Dann ge- 
niigt K” = V;,'Vi Veg Ve,J. Es ist K=P,,0,K”. Nach (181) ist 

P,,0, Vis (Vis Vas Vox Vis ) 0; = P,,0, Via Vay U;,» 
und dies ist 1 wegen (181). 

Es sei CB<CA. Wegen a,a,>a,, also CD>CA, ist dann 

«, >«,. Man bilde 


1 











kK” — Us U4. Use Us, I 





as | @, | a, a, a, 

&, &, a, &, &, 
&, &, &, yO, ty &, Wy Gy &, ts 
A<A | Ms Ms | My | 4,SA 


' 
Hier ist uw, <4,, uy<4,; ferner u,<4,, wenn a,a,<a,, und das ist 
der Fall, wenn EF<ED. Fir EF > ED verwenden wir 


we 











= oP 
Ko = Ugg U yg Ugg Ugg U5; 1 
-1 71 | 
&s a, a, a, a, a, 
-1,-1 -1)=1 
a, a, Gs , a, &, &, 
%O,% | 4,4, Hs &, Hy @, &, Hy @, &, s 
, (1) (1) 4 
A, <A | My | Bs Me My Ay Ss A 


. . ) { ~ 
wo noch u” und »«” zu untersuchen sind. Es ist u\” < wu, wegen a, >«,, 
Bs My Ms My 3 i 
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und uw," <i’,, wegen ED < EF, also a,c, < ay. K”" = K”” folgt aus 


(180). K=P,,0,K”. Dies folgt so: si 
P,, 9, Us Dy Us9° Us, Vis , Us 
= P,, 0, Uys" Uy, Uge-O, Pyg Vqx'-Uj,' (nach 18i) 
Vs, Veo* Ure Vu,' U;,' (nach 18e, g, c, b) 
=1 nach (18q). 


Es bleibt noch der FallC B=CA. Ist CD > AC, dann ist 4, < A, 
“, <t, <a, denn ED< EF wegen AF> DB; ferner «a, <a, und 
«,@, = «,. Dann geniigt der obige Kern K’. Wegen «,«, >«,, also 
CD= AC, haben wir daher nur noch den 


| Restfall: CA=CB=CD< cFr| 


mit 4, = A, «, = @ Say. 

V. K=0U,, W,, 1. 

a) K=U,, U,, I. 

Man zeichne AB=«,, AD=a;' mit Abzweigungspunkt C und 
B F=a, mit Abzweigungspunkt Z. Der Kern K’ = U,, U,, U,,J geniigt, 
falls Z nicht C und D trennt. Also mége E die Punkte C und D trennen. 
Dann geniigt K’ auch noch, falls CA > CB, ferner noch falls CA—CB 
und gleichzeitig «,>«,. Falls CA < CB ist, geniigt K” = V,' Uj, Vso 1 
wegen «, <a,a,<«,. Bleibt der Fall CA=CB=CF. Ist hierbei 
CD <CA, so geniigt K” = V,,' Uz, V2, I. 











Restfall: CA=CB=CF< cD |. 





Es ist K = K’, und dies folgt aus (180); K=P,,0,K", und dies 
folgt aus (181,i,d,e); K=P,,0,K’”, und dies folgt aus (18n, i). 
b) K = U,, Veg I. 


Man zeichne A B—«,, AD —a;* mit dem Abzweigungspunkt C und 
BF=«a, mit dem Abzweigungspunkt Z. Fiir jede Lage von £ ist 
EA=>EB wegen «,«,>«,. Werden A und C durch £ getrennt, so 
geniigt K’ = V,,U,,U,,. Denn CA> EAD EB>CB, also a, a, < «,. 
K’ geniigt auch fir 2—C, falls RA> EB. Ist E=C und EA= EB, 
so ist EF<EA=EB wegen «,a,«,<«,; also ist a,a,<«, und 
, <«,. Dann geniigt K” — U,,'U,,U,,1. E trenne sodann C und B. 
Wegen a,a,a,< «4, ist CF <CA, also ist entweder CB <CA, und 
dann geniigt K’, oder E F < EB, und dann geniigt K”. E£ trenne end- 
lich C und D. Dann ist CA>CB wegen «,a,>c,. Fir CA>CB 
geniigt K’. Fir CA=CB und gleichzeitig «,<«, geniigt K". Fir 
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CA=CB<CF kénnen wir noch den Fall «, <«, erledigen. Ist nim- 
lich CD <CA., so geniigt K” = V;,'V,) Vi, V;, J. 





{<cF 


Restfall: CA=CB ) <CD 











K = K' folgt aus (18p), K=P,,0,K” aus (181,h,e,d), K=P,,0,K” 
aus (18r,i). 


§ 7. 
Beweis des Lemmas. II. Teil. 


An dem Beweis des Lemmas fehlt noch die Erledigung der vier Rest- 
falle unter IVa), IVb), Va), Vb). Allen gemeinsam ist die Bedingung 
dg : Die maximale Diagrammzahl ist ,,stationir“, d. h. die Diagramm- 
zah| “ei unmittelbar vor der Hinzufiigung des verkleinernden Faktors 
mindestens zweimal hintereinander denselben Wert. In allen Fallen han- 
delt es sich um ein Produkt aus drei Elementen, in dem der mittlere 
Faktor zu gleichen Teilen von den beiden andern ausgeléscht wird. In 
keinem Fall iibertrifft die Linge dieses mittleren Faktors die Linge eines 
der beiden ausléschenden. In den Fallen IVb) und Va) ist die Lange des 
erstverwendeten ausléschenden Faktors iiberdies gleich der Linge des 
ausgeléschten. Diese Eigenschaften erméglichen es, die drei letzten Fille 
durch eine leichte Umformung auf den ersten zuriickzufiihren und dadurch 
die folgende Behandlung zu vereinheitlichen: 

Im Restfalle unter IV b) setze man 

Oy9 Vig L= Pyy Og O, Ugg" U gz Ug Uy Pag Pig Os 0, O, I, 
welche Relation aus (18 a—h,r) folgt. Hier vertausche man P,, P,, 0, 0,0, 
mit J. Vom neuen Anfangskern J“ =[a>', ay’, «;', @,, ..., @,] aus- 
gehend, hat man diese Isomorphismenfolge mit den beigefiigten Langenzahlen: 





We OM, Gy |@, G, My |\h, OH, thy “, tt, | &, 
1 =" -1 1 ~1 
ts Gs ts ty ts 
" -1 -1 —1 71 en 
hs | % & «, | &, > 
| | 
A, | Mg | My, | 1 


mit “,<4,, wegen «, <a, und w= mw,, wegen ««,=—«,. Der Teil- 
kern U,,U,, 1" entspricht jetzt genau dem Restfall unter IV a), und auf 
diesen kénnen wir uns beschrinken, da die beiden vorderen Faktoren U,, 
und U,,;" fiir die Herabdriickung von A nicht in Betracht kommen. — 


Khnlich setze man im Restfall unter Va): 
O15 Us I= Uy, U;s Dy I= P,, Us, Uy, Us P,, I 
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nach (180) und (18b,d), und im Restfall unter Vb) 
Dye Vag 1 = Vox Uy, U3 1 
nach (18p). — Den Restfall unter IVa) kann man noch durch die Be- 


dingung «, <«, einschranken. Ist nimlich «,>«,, so vertausche man 
die Rollen von «, und «, mittels der Gleichung 


Uy, Ug 1 = O; O, Vis Us, Oy, U4 P,, Os 0,0, 1, 


(die aus (18e—g,i, p) folgt), und schaffe in dieser P,,O0,0,0, rechts 
von J. 

Wir haben also den Restfall unter 1Va) (mit der noch hinzugefiigten 
Bedingung «, <«,) m behandeln. Eine direkte Untersuchung des Rest- 
falles wiirde wiederum auf Restfille héherer Art fiihren, bei denen die 
maximale Diagrammzahl A bei mindestens zwei Schritten stationar bliebe. 
Wir fassen daher gleich unsern Restfall IVa) als Spezialfall eines all- 
gemeineren Falles auf, bei dem A in einer ganzen Anzahl von Schritten 
stationar ist, und nehmen dazu folgende Form des Kernes an, die wir 
als unverkiirzbar voraussetzen: 


K = UnUi7, Viz," --- Usr,Uir, Woy T- 


Die r; sind irgendwelche, nicht notwendig verachiedene, unter den Indizes 
3,4,...,m, die e,= +1. Die Diagrammzahlen sind: 


L(I)=4, 
L(We} 1) = L(U;;, Wag TD =... = L(Uy;,...Uir, We I= ADA 
L(K)=4,< A. 


1 
Es wird bezeichnet: 
I= [@,, Gq, ...5 @} 


W.i1= [B;; B,, oo09 B,); 
und es gilt die Bedingung: 


Bb Sb, SA, (f= 11, Ty +++) Tr). 


Ein Kern von dieser Gestalt sei ,,beziiglich des Teilkerns U,, Us;, ve i 
normal-»-fach stationar“ genannt. 


Um die Bildung von XK zu veranschaulichen und uns im folgenden 
kurz ausdriicken zu kénnen, stellen wir wie friiher das erste Element von 
K im Gruppenbild dar, von den # ausgehend. Es sei AB,=/, und M, 
die Mitte von A B,, also ein Netzpunkt, falls L(8,) gerade, und die Mitte 
einer Erzeugendenstrecke, falls L(f,) ungerade ist. Weiter sei B, B, = £;'; 


rT? 


der Abzweigungspunkt C, von B, A liegt auf B, M, und ist die Mitte von 
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B, B, (L(£,,) ist gerade). Weiter werde B, B,=,; mit der Mitte C, be- 
schrieben; D, sei dabei der Abzweigungspunkt von der bisher gezeichneten 
Figur. Ist f,,<,,, so trennt D,=C, die Punkte C, und B,; ist 
B,, > B,,, 80 liegt D, = C, auf C, M,, und zwar nicht in C,; ist B,, = B,,, 
so ist C,=C,, und entweder ist D, = C,=C,, oder D, trennt C, und 
B,. Weiter zeichne man B,B,=£;? mit der Mitte C, und dem Ab- 
zweigungspunkt D, von der bisher gezeichneten Figur, usw. Die so ge- 
wonnenen Punkte B,, B,,..., B, sind alle verschieden; ware namlich 
B, = B,, (l>h), 80 wire Me vx Br = 1 eine Relation, die iden- 
tisch in den f# erfiillt sein miiBte, unf der daher, entgegen der Voraus- 
setzung, eine Verkiirzbarkeit von K entspriche. Ferner ist A B,;= AB, 
wegen f, f;;... B,! = B,. Jedea B, wird ferner wegen , < f, von A durch 
M, getrennt. Also ist auch M, von allen B; gleichweit entfernt. Mit 
O* sei derjenige unter den auf AB, gelegenen C-Punkten bezeichnet, der 
am nichsten an A liegt; C* liegt auf B,M,, und kann speziell auch in 
M, liegen; C* ist die Mitte des (oder der) f, mit gréBter Linge und 
C* =M,, wenn diese Linge — L(f,) ist. Auch C* ist von allen B, 
gleich weit entfernt und trennt jedes B, von A. Endlich werde B, F=£, 
mit der Mitte M, und dem Abzweigungspunkt Z von der bisherigen Figur 
gezeichnet. Wegen f, > f, ist B, M, > B, o". 


Wegen 8, B;, ... 8,” B, <B,B,.---B,. hat B,F mit B,A mehr als 
B,M, gemein. Also liegt O* auf B, M,, und speziell ist C* = M,, falls 


ein f, = f,. Ferner trennt HZ die Punkte M, und A. Wegen £, >, ist 
B, M, = B, M, = B,M,, also liegt M, auf 








AM,. 2 © 

In Fig. 8 ist ein Beispiel eines solchen £, By 0" 
Ausdrucks £, B,. oi _ B, fiir » = 8 gezeich- al (AG . Z Bs 
net. Dabei ist C,+ D,, sonst immer Pry Bs 
CO; = D, gewahit. Ferner ist ~, <p, < B, +4 ~~ 
gewahlt, daher B,C* < B, M, < B,M,. C%GpC, C6 8, 


Wir werden nun den Faktor W.; in 
die Untersuchung einbeziehen und folgende 
zwei Siatze nachweisen. é 
Satz A. Ist A>A,, wirkt also der 
Faktor W;,| in K vergréBernd auf die Dia- 
grammzahl, so laBt sich fiir den Teilkern 
K, = U,,U,%,...U;3, Wey von K eine sol- 
che aus 8 folgende Umformung K, = 2- K 
finden, daB A in K‘1 mindestens einmal Fig. 8. 


By 
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weniger als in K,I und, wenn tiberhaupt mehrjach, dann wieder normal- 
stationdr vorkommt. 

Aus diesem Satze folgt, daB A, im Falle A > 4,, durch fortgesetzte 
Anwendung solcher Umformungen ganz aus dem Diagramm fortgeschafit 


werden kann. 


Satz B. Ist .1—4A,, so laBt sich fiir den Teilkern K, eine solche 
aus S folgende Umformung K, = 2-K;{ finden, daf entweder der Teilkern 
K! von K{I die Diagrammzahl A gar nicht hervorrujft, oder A beziiglich 
eines Endbestandteils dieses Teilkerns normal-stationdr vorkommt. 

Im letzteren Fall zieht man den vordersten Faktor von J in die 
Untersuchung hinein und setzt das Verfahren fort. Da die Zahlen im 
Diagramm 4(J) einmal abnehmen miissen, tritt notwendig einmal die 
Bedingung A > 4, des Satzes A auf, und damit die Méglichkeit, A ganz 
herauszuschaffen. Mit dem im folgenden gemeinsam gefiihrten Beweis der 
Satze A und B wird daher der Beweis des Lemmas abgeschlossen sein. 
Der Nachweis, da8 die benutzten Umformungen aus den Relationen (18) 
folgen, bietet nirgends wesentliche Schwierigkeiten und wird daher von nun 
an dem Leser iiberlassen. 

Fiir die Indizes x und y werden wir nun, analog wie im vorigen 
Paragraphen, eine Reihe von Fallunterscheidungen gesondert zu betrachten 
haben. 

I. r+ 1,2,7%,...,% 3 yl. 
K’ = We, U2 0,3, ... Urt,1 

geniigt in den Sétzen A und B; denn jeder Faktor andert in dieser neuen 
Stellung die Diagrammzahl um denselben Betrag wie in der alten Stellung. 
Ist also A> 4A,, so tritt A in K’ iiberhaupt nicht auf, Satz A ist also 
erfiillt; ist A—4,, so tritt A in K’ einmal weniger auf als in K, und 
der Teilkern U,,...1 von K’ ist beziiglich Uj, ... U;;, normal stationar; 
Satz B ist also erfiillt. (Es kann in diesem letzten Fall jetzt der vorderste 
Faktor von J in die Untersuchung hineingezogen werden, und man hat 
dabei die gleichen Voraussetzungen wie fiir K.) 


TT. e41,3,9%,...,%; youl. 


a) K=Uy2U;;,...U;;, Uzi 1. — Es ist also f,=«, fir t+ 2 und 
b, = «,¢,. 
, 


K’ = Un,’ «.. Use, Use Ue: UnUi;, ... 0:32 
geniigt in den Satzen A und B. 
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Beweis. L(Uis Us, whe hs, 1) <L(I)< A. Um den EinfluB des 
Faktors U,, auf 4(K’) zu ermitteln, zeichne man (Fig.8) AH=a,' 
mit dem Abzweigungspunkt G von der bereits vorliegenden Figur. Wir 
wollen zeigen, daB U,,; in seiner neuen Stellung nicht mehr vergréBert 
als in der alten, daB also gilt: a, a; a, 11s Oy” ty Sge,, also HF < HB,, 
oder was dasselbe sagt: GF<GB,. Liegt G auf AF, so folgt dies aus 
EF < EB,. Liegt G auf ZB,, so muB es auf EM, liegen, da GB, >GA 
wegen a.a,>a_. Dann ist GFL GA<GB,. Aus demselben Grunde 
folgt allgemeiner, da8 AH von AB, nur auf AM, abzweigen kann. 
Andere mégliche Lagen fiir G erhalt man daher nur, indem C* = M, = M, 
und @ von A sowohl wie von B, durch C* getrennt wird. Dann ist 
GF=GB,. Also ist in allen Fallen L(U,,...1)< A. Durch die 
weiteren Faktoren kann A dann ebenfalls nicht erreicht werden, da G in 
allen Fallen den Punkten B,,..., .B, mindestens ebenso nahe liegt wie 
dem Punkte B,. 


ty ’ y 
b) K = U2 Ui;,.-- rr, Ver T. _ B, “a, sonst B, «,. 


K , 


ha gat y—*y yu 7 7‘ 7* 
= Va; Veo Ver, w+» Ver, Usa iz, «-- Us T 
geniigt in den Satzen A und B. 


Beweis ganz ahnlich wie unter a): L(Ujy... Us; 1) LUI)S A. 
Man zeichne B,H = «a, mit Abzweigungspunkt G. Liegt G auf dem von 
M,A-+ EF verschiedenen Teil der Figur, ist B;G < AG und FG < AG; 
liegt G auf M,F, ist B.G=B,G und FG<AG; liegt G auf ZA, ist 
B,G=B,G, FG <B,G. Unter Riicksicht auf «,a,>«,, also AG>B,G, 
folgt in allen Falien, daB keiner der nach U,, hinzugefiigten Faktoren 
A in 4(K") hervorrufen kann. 

Die Falle Uz" und V,;' werden durch Transformation mit O, auf 
diese zuriickgefiihrt. — Wir haben also weiterhin fiir x nur Werte aus 
der Reihe 1, 2, 7,, ..., 7, zu nehmen. 


Il. z=1; y+2. 
Ist A> 4d,, so wahle man 
K’ a Va," ... Veo On Wag + Von -+- Vand: 
denn A tritt in 4(K’) nur einmal auf, namlich bei Ausiibung von W,,. 
Wir nehmen daher A = 4, an. 


a) Wi, =U;,. Der Fall U;,' wird durch Transformation mit 0, 
hierauf zuriickgefiihrt, wobei evtl. einige der ¢, das Zeichen wechseln kénnen. 
Mathematische Annalen. 91. 14 
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Ist ay <«,, so ist K selbst schon normal (» +-1)-fach stationar beziiglich 
Diz Ui, aad U1? Ory. Ist «, >«,, so ist y+r,; dann bilde man 
kK" Tos ees Aig Uys -Uiy- Uys Ge cee Wet, I, 
wo bereits der Faktor U,, die Diagrammzah! endgiiltig unter den Wert .1 
bringt und K” beziiglich Uys in. ‘ea ad normal-stationar ist. 
b) Wi, =Viy-. Man zeichne AH =a, mit dem Abzweigungspunkt G 
in Fig. 8. Liegt M, nicht auf AG, so wahle man 


90 , y 7 *y 73 
K = Viy Uie Vir, see Ui7, 1, 


denn K’ ist normal-stationar beziiglich U;: Die, --+ 1+, - Enthalt der Teil 
von AG, der auf AB, liegt, M, als inneren Punkt, so ist CO, <a, und 
y+r,. Dann nimmt man 


-_— v7, YT vy,” 7, U 7» 73 rT 
= Uly Ui: ir, +++ U1r, y2 Uys, .-- Uys, Uys lt. 


Denn hier ist schon L(U,,J)< L(1)= A, und da HB;< HA und 
HF < HA, wird A iiberhaupt nicht erreicht in 4(K”) auBerhalb 4(J). Wegen 
AM, > AM, tritt dieser Fall immer dann ein, wenn der Teil von AG, der auf 
AB, liegt, M, als inneren Punkt enthalt. Es bleiben daher nur noch die 
beiden Méglichkeiten: 1. @= M,=—M, und 2. M,= M,= o* und G 
auf dem Teil der Figur liegend, der von A und B, durch CO” getrennt 
wird. In beiden Fallen ist K” beziiglich Uy2 Uys, ... Uys, Uys normal 
(vy -+1)-fach stationér, und die iibrigen Faktoren rufen A nicht mehr 
hervor. 


IV. z=1; y=2. 


Der Fall Wz, = Ujs* ist auszuschlieBen; denn wegen aa, > «; 
miiBte die Mitte der Erzeugendenfolge «;* in dem durch AB, dargestellten 
Ausdruck «,e,° ein Punkt auf AB, sein und dann wegen O*B, = O*B, 
dort mit M, zusammenfallen; es ist aber M, By == M, B, und M, B, = M, F. 
Also We, = Viz'. Die Mitte M, der Erzeugendenfolge a;* in AB) = az «, 
liegt wiederum auf AB,, aber nicht in M,. Wegen EF<EA und 
AM, = M,F ist dann AM, < AM,. Sei AH= a;" mit dem Abzweigungs- 
punkt G. Wird A von M, durch @ getrennt, so wahle man 


» a. Bey e 
K = Vis U2 Uiy, «-- U;,, 1. 
M, liege also auf AG; daraus folgt a, a, > a,, also A>dA. Es ist 


GA > GB, wegen M,A> > = M,B,; also kann man nehmen 


K” = Us: Vis U;7, --- Ui3, I. 
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V. z=2; y+1. 
Der Exponent von W,, kann dann als +1 angenommen werden. 
Fir 1> 4A, geniigt 
K’ = Us_ Way Ui;, ... Us3, 1, 

also sei A =A, vorausgesetzt. 

a) We,=Ve,. Es sei B,H= a, mit dem Abzweigungspunkt G. 
Liegt M, auf AG, so ist 

K” = VeyUi2 Uiy Uiss, -.. Urz,1 


normal (» + 1)-fach stationar beziiglich U,,Ui,...U;;,. Also liege M, 
nicht auf AG. Dann ist a,ag<a, und y+r;. Dann wihle man 


wt -1 y*y *) 
K = Us, UiyUiy, «.. Us» Uyal. 


b) We,=Us,. Es sei FH=a,* mit dem Abzweigungspunkt G@. 
Liegt M, nicht auf FG, so ist 


K’ os Us . U; . Die Vis. = ee Ui;, I 


normal »-fach stationar beziiglich Uj, ... Us3,» und U,, ruft A nicht 
hervor. Ist M,=G, so ist K’ normal (» + 1)-fach stationar beziiglich 
| Dis, Also trenne M, die Punkte F und G. Hat M.G mit M.B, 


mehr als den Punkt M, gemein, dann ist aa,<«a, und y+r,; dann 
nehme man 


7) ~~ +*y 71 17 
K = Vey Diy U1, cee Ois, Vyel. 


Hat M,G mit M,B, nur den Punkt M, gemein, so muB M, = C% sein, 
und G liegt auf dem Teil der Figur, der von A und von B, durch C* 
getrennt wird. Dann ist K’ normal (y+ 1)-fach stationiir. 


VI. z=2; y=1. 


a) W:, = Vs;'. — Man zeichne in Fig.8 B,H aS? mit der Mitte M, 


und dem Abzweigungspunkt G von der bisher vorliegenden Figur. Wegen 
a; a> a liegt M, auf B,F, und zwar wegen M;B, = = : c*B,< “ 


auf C*F. Wegen C*By == C*B, ist dann der Fall V,;* ausgeschlossen, 
also ist Wey = Va. Lage Ms, auf O*E, so ware M,B, = M,By) = MA; 
das ist ausgeschlossen wegen M,B, == M;A. Also liegt M, auf HF, und 
zwar nicht in 2. Also ist Ms F< M,B,= M;,H, also auch GF < GH, 
also a,a,<«@, und «,<«,. Dann bilde man 


ty e —@ -e -1 -1 f ty 
K'= Vas, eee Uae, Va, --- Vir, ° Vax - Ua, Vig, «+: Vir, Orel 
14* 

















2 





| 


Me My Ag SA 


. 4 . ° & ty Ba 
WO y=", <A,, w=, =A, ist, und w= A, denn a,’... a," ¢,¢,—a,a,=f,, 
—@ 


wegen B, F = B, F, und _. ...@, =a, wegen HB, = HB,. A tritt 


also in K’ nur einmal, namlich bei Ausiibung des Faktors U,;*, auf. 
Es ist K = P,,O,K’. 

b) Way = x} — Es sei FH=a¥' mit der Mitte M,. Wegen 
w,a**> ay liegt My auf FB,, und wegen FM, = & <“ — FM, liegt 
M, auf FM,. Der Fall U,, ist dann auszuschlieBen wegen M, F == M,B,. 
Also W., = Ue. Wegen E F= EA ist dann EF < EA, also FB,< AB), 
d. h. a, a, < a, also B,M, > B,c* und «, > «,. 


Ist «20, ' >», also A> do, so bilde man 


i 


7? T =~! y*” a y*r 73 
K = U2 U2; * Us, --- Os, - Urs, --+ Ory, I. 


Hier ist L(Uy;, _ U;;,1 )=4o< A. Die Faktoren Uss, k6énnen zwar 
unter Umstinden die Diagrammzahl vergréBern, aber nicht bis auf den 
Wert A; zeichnet man namlich ByG = «2*, so enthalt es nicht M, wegen 
Gea, > ae, also ist GB;< GA, daher Og Oey = ty < diet, Also tritt 
A nur einmal, naimlich bei Ausiibung von Us; auf. — Bleibt der Fall 
G20; =, also A=’. BoG zweigt von B)A in M, + C* ab. Dann 
bilde man 


y ty 7*2 ,=s td | 7 *r —1 
/ 49 Ve, * User, ---Uer,-Ui2 Ui, + Oyy, - Un. I. 


” = 
y 


K =U 


Hier ist 


L(Uy,,'...Ug 1)=L(Ua 1)< Li), 


L (Ug Uj, ... Uy,” Us 1) < L(R), 
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wegen a, = «,a,', GF < AF, sowobl wenn M, auf ZA als auch wenn 
M, auf Ec* liegt, wegen GM, < = Ferner L( Use, . f)= L( * saul 


wegen GB;=GB,, endlich L(V,,...1)< L(K), wegen GF< AF. — 
K = 0,0, K”. 


VI. z=r,=1 =... 1,3 y= 1. 


Aus £,>«, folgt, da& mindestens eine Endhalfte der Erzeugenden 
von @, in £, an einem Ende steht, und aus §,<«, folgt, daB sie min- 
destens die Halfte von £, ausmacht. 

Es sei 8, =«,. Dann ist c* = M,, und dieser Punkt fallt mit den 
Mitten C, (¢=1...8) zusammen; dabei ist eine der Strecken C* A oder 
C* B, mit einer der Strecken C* B,,-, oder O° B,, identisch. Das ist 
nur méglich fiir A;=1, also z=—r,+r,,...,7,. Wir kénnen dann 
e, = +1 annehmen, da das nétigenfalls durch Transformation mit O,, 
erreichbar ist, und haben dann W,,'--V,}, £,,—B,B,, «,,=AB,, 
C,= c* = M,. Dann ist der Kern 

K’ = Vas, .-- Vis, Vas Var, Uns Une, ---Unesd 
beziiglich U,,....U,,,, normal-stationir und die weiteren Faktoren rufen 
A nicht hervor, da FB,, B,B,, ..., B,B, <AB,. 
Es set B, <a,. 
a) Ws} = Us,. — Es geniigt 
Kk’ = (Vex Vea Phan so Bey* V 


or, lz 


wo T2,, = f° fiir? +h, und T,, = o- fiir i=h, gesetzt ist (k= 1,2,...,8). 
Hier ist L(V,,I)< L(J), die Faktoren 7 lassen die Diagrammzahl un- 
geindert, und nur der Faktor V,, ruft A einmal hervor. 
b) Way = Vai. 
K” = (Ves Usa’) 24, ... Pay,“ Urel 
analog wie unter a) mit der gleichen Bedeutung der 7’. 
©) Wey = Uni. 
K"™" = (Uyq Ve) P94, Tax, Ure A, 
wo T,,, = Vey, fiir i+ h, und 7,, = V,,* fiir i= h, gesetat ist. 
d) Wa, = Vir. 


K = ( Uss Uz:)r, rote Ts r, , Vie l 


mit gleicher Bedeutung der 7’ wie unter c). 
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VIL can =n =—...=—%,; y=2. 

Aus £,>«. folgt, daB mindestens eine Endhilfte der Erzeugenden 
von «, in 8, an einem Ende steht, und aus 8, < «, folgt, daB sie mindestens 
die Halfte’ von 8, ausmacht. 

Es sei 8B, =«,. Dann ist C* = M, und dieser Punkt fallt mit den 


Mitten C,, (¢=1,..., 8) zusammen; dabei ist eine der Strecken C* F oder 
C*B, mit einer der Strecken C*B,, , oder C*B,, identisch. Das ist nur 
moglich fiirh;—yv, alsoz—r,+r,,...,7,-1- Wir kénnen dann e, = + 1 


+1 -1 = om 7 
annehmen und haben W,, = U,., 8, =B,-,B,,«,,=B,-,F,C,=C = M,. 
Dann ist der Kern 
-t r-irr y*v—1 7" 
K = U,,2U ys, Uie,_, --- Ure, Z 


é 


- . 1 * o 
bexiiglich U,, ..U,,, normal stationar. 
Es sei 8B. <«,. Dann nimmt man 


wer} 
1fy—i* 


” 


K” = B-Y-T ye... The, Xl, 


wo T,,, = U3; fiir «+A, und die Bedeutung der iibrigen Zeichen je nach 
der Form von W;, aus folgender Tabelle hervorgeht 





7yt1 | r , 

Wee | X | Try, y | 2 
, 7h | r—1 r-1 

Use Vex Uy." Vee Ui: 

Use | Ose | Ors — Vz | Uy: 
| ‘ 7 _ 

Veo | Css 0,3" Use | Use 

Von 26] (OVeel COUd|:(COe Uss Use 


Hier ist in allen Fallen L (XJ) < L(J), wegen 8, < «,, die Faktoren T 
lassen die Diagrammzahl ungeindert, und der Wert .1 tritt nur einmal, 
namlich bei Ausiibung von Y auf. 


IX. c=<_ =, =—...-=t,; y+ 1, 2. 


2 

Wir kénnen W,, —U,, annehmen, da wir dies nétigenfalls durch 
Transformation mit O, oder O, oder beiden erzielen kénnen (wobei evtl. 
einige der «, das Zeichen wechseln). 

a) A>, also «a, > &,. 

Ist x+r1,, so geniigt 


, - >t ‘s - = | 
K’ = UgUG, ...U2,U,,02,1 


dem Satz A; denn A kommt einmal weniger vor, und K’ ist beziiglich 


UV, --- U;;, normal-stationar. 


Also sei x-=r,. Ferner sei «, = +1. 
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Man zeichne B,H=«,,. G@ sei der Punkt, in dem B,H von B,B, 
abzweigt. Liegt @ in einem von C, verschiedenen Punkt auf B,C, 
und ist zugleich GH<GB,, oder liegt G auf O,B,, in welchem Fall 
GH < GB, wegen a,,a, >«,,, 80 setzt man 

K" = U4U4;, ---Usty UnnyUiy Ure, I. 

Liegt G auf B, C,, und zwar nicht in C,, und ist gleichzeitig GH > GB,, 

so ist a@,,a,<«,. Dann nehme man 


yt" y*y *s zy—1 
K = Uj, ar, «++ Use, Poy Or, Ving Uiry Var, 2 


. ty £3 ™ gai 
= Uy, U;7, ... Uses Ope, Var, Vesy Psy Or, I 


Der Fall «, = —1 erledigt sich vdllig analog. 
b) A=A). 
b,) ¢,=«,0,<a,. — Ist r,+ 2 und +y, so bilde man 


, ~*y e e~i &; 
K = Uy Ui+, tee Uin Pee Oz Vay U4, Vyel 
t, £e - = zai ) 
Usa Das. .-< Cia, Cis Cae, Veet s 
wo J — P,,O,1 gesetat ist und die Faktoren P_,O, hierin rechts von J 
geschafit werden kénnen. Es ist nun 
e, 1 J 7 a (a 
L(U.3,Veyl )=L(Veyl )<LUI )=A, 
der Faktor U,, ruft A wieder hervor, und A ist beziiglich U,, . _ 
normal stationir. Man kann also nach Fall a) fortsetzen. 


Ist =r,, so bilde man 


i 


K” = Ug Ug, ..:Use,* Pag Oo, Vay Use Von? 


~1 


7 yy &s 7 > #1 , 
= Uy Ui,, eee U4, Uy», U4,, Very (Pry 0,, I), 
welches genau wie vorher geniigt. 
: ; ° -1 
Ist endlich y=r,, und z. B. s, = +1, so zeichne man B,H= «ay ; 
dies mu8 von B,B, =a, =«,, in C, abzweigen, wegen aga, =a,, und 
wegen aa, <a, mu8 dabei C,H < C,B, sein. Dann nimmt man 


RK” si Uys "al at td 3 P..s 0, — U; r — V8 I 
at Cus Us; ae, ‘ Us,.6 Use U,+, a (P,.s Oz I) . 


Der Fall e, = — 1 erledigt sich véllig analog, indem man a, ‘= B,H 
zeichnet; es zweigt von B,B, wieder in C, ab und C,H< C,B,. 

b,) @, =@,a,>a,. — Figur 9 stellt «,«, dar. Dabei ist P,P, = P,P, 
wegen «.a,—=a,, P,P, > P,P, wegena,«,>a,. Die Mitte P, von P,P, 
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liegt also auf P,P, und kann speziell mit P, zusammenfallen, falls 
«,a,—«, ist. Dann bilde man 


, 


Kl’ <= Ug Ue Tae,-+- Tan ds 


wo 7;,, = Us, falls r,+-2=r,,, T, ee 


fir «, =-+1 und 
S 








ir, Irn, 

1 =a es . e ico 
Tis, = Us1,, ey fir «= —1. Die Bedeutung dieser Umformung ist 
“ offenbar, daB man nur iiberall da, 
‘ wo in K an das erste Element das 
Element £, = «,«, angefiigt wer- 
den soll (z. B. mit Exponent + 1) 
os _ in K’ erst «, und dann «, anfiigt. 
mene “—____—s Ist nun P, + P,, so ist K’ beziig- 

> ° - F . * 
4 + 2 8 lich U,,...T7,,. normal-stationar. 

; *% 4 . 

Fig. 9 Um das zu sehen, betrachte man 
ein r,,(=2) etwa mit ¢, = +1; 


dann ist 6, =e,¢,= B,_,B,,=P,P, der Figur 9. Bringt man P,P, in 
B,,-1B,, an, so fallt P, in C,, und P, trennt C,, von B,,. Also wird 
AP,=AP,+P,P,+P,P,=AP,+P,P,=AB,,, fiigt man also «, 
an AB, _,, so andert sich die Diagrammzahl nicht. Alle Lagen, in die 
der Punkt P, kommen kann, haben also dieselbe Entfernung von A, wie 


die B;, und da «,—a,a, <a, ist, ist K’ normal-stationar beziiglich 


U,,---T,,,- — Ist P,=P,, so ist es auch noch denkbar, daf alle Lagen, 
in die P, kommen kann, dieselbe Entfernung von A haben, wie B,. Es 
kénnen aber auch andere Lagen eintreten. Es wird ja P, = P,=C,,, 


und wenn nun P,P, anfanglich auf C, A verlauft, ergibt sich fiir P, eine 
Lage, in der P, und A nicht durch C,, getrennt werden, also AP, < AB,. 


Es sei h, <h, <...<h, und h, der kleinste dieser Werte, fiir den eine 
solche Lage von P, auftritt. Dabei sei etwa ¢, —-+1. (Der Fall —1 
erledigt sich ganz analog.) Der erstverwendete Faktor U,,, von T,,, 


ruft dann in K’ eine Diagrammzahl < A hervor. Wir haben “daher noch 
zu zeigen, wie K’, das also in diesem Fall nicht normal-stationar ist, 
durch eine andere Umformung ersetzt werden kann, so da das Verfahren 
fortsetzbar bleibt. Es sei! der gréBte Index < h,, derart, daB 8, > B,, (=B,), 
falls es einen solchen gibt. Dann ist r, von z,y,7,,,, ey age ver- 
schieden. Ferner ist keiner der Indizes r; (j =/+1,1+2,...,h,,—1) 
gleich x oder y, denn fiir r;— 2 oder =y fiele C; mit C, zusammen, 
und von diesem Punkte, der P, = P, in Figur 9 entspriiche, miiBten gleich- 
bezeichnete Strecken verschieden ausgehen. Wir kénnen ¢,=-+ 1 an- 
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nehmen, da wir dies nétigenfalls durch Transformation mit O, erreichen 
kénnen, wegen r,+2,y,1,2. Dann bilden wir zunachst den Teilkern 
K,1= Uy, Ue? UST. 
m ’, Tho -_ i’i+sa 
Es ist L(K,1)< L(I)=A und K,/ ist ein normal-stationérer Kern be- 
ziiglich K,. Nun formen wir K um zu 


K = Oey (Urs Tir, ++: Tr.) x, I, 
wo T,,,= U;t fiir r,+ x und + r,, ferner T,,, = (U,,U,,)" fiir i=h, (also 


ir; 


= . 77% a. 2 T &; fe = : 
r, =x) und endlich 7, , = ting nad Us,, od U;,, U,,,)‘ firr,=1,. Keiner 
’ m 


der Faktoren U,.7;,,...7i,, in K” bewirkt dann eine groéBere Lange des 
ersten Elements im Isomorphismus als L(«,) = AB,, der Lange AB, des 
ersten Elements entspricht aber in K” eine Diagrammzahl <A, da 
die Lange von «, durch die vorherige Ausiibung von K, herabgesetzt ist. 
In K’ tritt A daher nur normal-stationar innerhalb K, und sonst iiber- 
haupt nicht auf, womit die Fortsetzbarkeit durch Hineinbeziehen des 
vordersten Faktors von J erkannt ist. 

Es wurde oben angenommen, da sich ein solcher Index / finden 


lieBe. Ist das nicht der Fall, so hat das zunachst zur Folge, daB h, = h 


1? 
ferner daB der Teilkern (fiir e,,— + 1): 


K, I= U;,, Uin-*,.. Ui, 1 


1%, 1 


beziiglich K, normal-stationar ist. Dann bilde man 
tn 


K (Oy)y, *hyt+1 _*y -U,, Kyl, 


warp. 4a" ; Var, 


Hier ist K’” beziiglich K, normal-stationér, L(K,1)< L(I)= A, und 
die iibrigen Faktoren rufen den Wert A nicht mehr hervor, womit die 
Fortsetzbarkeit durch Hineinziehen des vordersten Faktors von J erkannt ist. 

Damit ist der Beweis des Lemmas zum AbschluB gebracht, also die 


Vollstandigkeit des Relationensystems (13), (14), (17) fiir die Isomorphismen- 
gruppe I’. dargetan. 


(Eingegangen am 2. 7. 1923.) 








Beitrige zur allgemeinen Topologie. LI. 
Uber die Einfihrung uncigentlicher Elemente. 
Von 


Heinrich Tietze in Erlangen 


Wenn im folgenden versucht wird, die Einfiihrung uneigentlicher Ele- 
mente vom Standpunkt einer allgemeinen Topologie*) zu behandeln, so soll 
die (auf die Satze 1, 2, 4 bis 7 in §§ 2 bis 4 fiihrende) Fragestellung erst 
in § 2 genau formuliert werden. Zur Einleitung und Erlauterung soll § 1 
dienen, in dem an die gelaufigsten Beispiele uneigentlicher Elemente an- 
gekniipft wird, — Beispiele, auf die wir noch in § 5 zuriickkommen. 

Der enge Zusammenhang des Gegenstandes mit dem Borelschen Uber- 
deckungssatz kommt in § 3 zur Sprache. 

Zur Klarung von Unabhingigkeitsfragen fiir verschiedene Postulate. 
die allgemeinen Raumen anuferlegt werden kénnen, dient ein von Herrn 
Hausdorff herriihrendes, in § 4 angefiihrtes Beispiel, wobei sich Gelegenheit 
ergibt, eine friiher von mir gemachte Bemerkung iiber den Begriff ,,ab- 
geschlossen und kompakt“ zu erginzen. 

Bei Untersuchung nicht zusammenhaingender Raume wird der bereits 
in ,,Beitrage I“ eingefiihrte Begriff ,,zusammenhaingend in einem Punkte“ 
und ein an anderer Stelle*) mitgeteiltes Kriterium dafiir beniitzt, daB die 
Komponenten eines Raumes offen sind. 


§ 1. 

1. Um fiir die allgemeinen Betrachtungen ein einfaches Beispiel vor Augen 
zu haben, sei an zwei bekannte Arten der Einfiihrung uneigentlicher Punkte 
der (reellen euklidischen) Ebene angekniipft: 1. Einfiihrung eines Punktes 
z= oo, wodurch die z= (+ %m)-Ebene zu einer der Kugelfliche gleich- 





*) Vgl. die im folgenden als ,,Beitriige 1“ zitierte Abhandlung in Math. Ann. 88 
(1923), S. 290. 
*) Beitrage zur allgemeinen Topologie III, Monatsh. f. Math. u. Phys. 33 (1923). 
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wertigen Flache ergainzt wird; 2. Einfiihrung der unendlich vielen die un- 
eigentliche Gerade bildenden Punkte, wodurch die ¢-7-Ebene zur pro- 
jektiven Ebene erginzt wird, also wieder zu einer geschlossenen Flache 
(die diesmal ,,nicht-orientierbar“, d. i. ,,mit umkehrbarer Indikatrix“ ist) *). 
In beiden Fallen hat die erginzte Ebene die -- ihr vorher nicht zu- 
kommende — Eigenschaft, daB jede unendliche Menge von Punkten wenig- 
stens einen Haufungspunkt hat‘). Wir wollen im folgenden einen Raum, 
dem diese Eigenschaft zukommt, als ,,absolut-kompakt“ bezeichnen®). Man 
kann bei Einfiihrung uneigentlicher Elemente zu einem gegebenen Raum 
den Nachdruck darauf legen — und dieser Standpunkt ist auch fiir das 


Folgende maBgebend —, daB der ergdnzte Raum R* absolut-kompakt sei 
(Forderung 1). 


2. Aber noch etwas anderes ist offenbar wesentlich. Betrachten wir R 
(also in unserem Beispiel die Menge der eigentlichen Punkte der Ebene) 
als Teilmenge von §™ (also als Teil von der auf die eine oder andere Art 
erginzten Ebene), dann hat jeder Punkt von ® in R* eine Umgebung, 
die ganz aus Punkten von ® besteht, wofiir wir sagen wollen: Der ge- 
gebene Raum RR ist eine im erganzten Raum R* »0ffene’ Menge) (For- 
derung 2). Etwas anders ausgedriickt hei®t das: kein eigentlicher Punkt 
soll Haufungspunkt von uneigentlichen Punkten sein. Das gilt fiir unser 
Beispiel in beiden Fallen und soll allgemein gefordert werden, wenn im 
folgenden von Erweiterung eines Raumes durch Einfiihrung uneigentlicher 
Punkte gesprochen wird. Tatsichlich ist diese Forderung wohl immer, wenn 
auch unausgesprochen, bei Einfiihrung uneigentlicher Elemente maBgebend 
gewesen. Durch sie wird ausgeschlossen, daB man etwa die Menge R der 
eigentlichen Punkte der ¢-1-Ebene zu einem absolut-kompakten Raum ft* 
erganzt durch Einfiihrung aller ihr nicht angehérenden eigentlichen und 


*) Als drittes Beispiel mége etwa die nach vorheriger eineindeutiger stetiger 
Abbildung der &-7-Ebene auf das Innere eines reellen Kegelschnittes c* (hyper- 
bolische nicht-euklidische Ebene) vorzunehmende Erginzung — gleichfalls zur projek- 
tiven Ebene — angefiihrt werden, die durch Hinzunahme der unendlich fernen und 
der idealen Punkte (auf und auBerhalb der C*) bewirkt wird. 

*) Uber die Definition des Hiufungspunktes fiir allgemeine ,topologische Raume“ 
vgl. Beitrige I, Nr. 2. 

5) Zur Terminologie vgl. auch Nr. 14. 

*) Mit anderen Worten: Die Menge R* —R der eingefihrten uneigentlichen Ele- 
mente ist ,in R* abgeschlossen“. Vgl. Beitrage I, Nr. 2 und 6; zur Terminologie 1. c. *). 
Die Forderung 2 ist ein wesentliches Merkmal, durch welches die hier betrachteten 
Erginzungen eines Raumes sich von anderen Erganzungen unterscheiden, wie sie z. B. 
die Hinzunahme irrationaler Punkte zum Raum aller rationalen Punkte darstellt 
fallgemein die Erweiterung zu einem ,vollstandigen Raum“, Hausdorff, Grundziige 
der Mengenlehre (1914), S. 315]. 
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uneigentlichen Punkte eines Rt enthaltenden projektiven drei-dimensionalen 
Raumes, — alle diese Punkte als ,,uneigentliche“* von Rt aufgefaBt. 


3. Drittens ist aber noch ein weiterer Umstand als wesentlich fiir die 
ganze Fragestellung hervorzuheben, namlich daB der gegebene Raum R 
der Forderung geniige, daB es zu jedem seiner Punkte x eine in R ab- 
geschlossene und in R kompakte wmgebende Menge*) U(x) gibt (For- 
derung 3). Dabei nennt man eine Menge I ,,in R kompakt“*), wenn 
jede unendliche Teilmenge von Jt einen Haufungspunkt in R (nicht not- 
wendig in Mt) hat. So stellt im Beispiel der Ebene (¢ — £,)* + (m — No ed | 
baw. (& — &, r+ (9 — "o) < 1 eine den Punkt x =(é,, »,) umgebende Menge 
dar, die in der Ebene i kompakt, bzw. kompakt und abgeschlossen ist. 
Wir wollen einen Raum ,,im Punkte x abgeschlossen-kompakt nennen, 
wenn es eine abgeschlossene und kompakte, x umgebende Menge IU (z) 
gibt. Unsere Forderung 3, die wir also dahin aussprechen kénnen, daB Rt 
in jedem Punkte abgeschlossen-kompakt sein soll, ist somit in unserem 
Beispiel erfiillt. Zur Begriindung aber, da diese Forderung fiir die ganze 
Fragestellung wesentlich ist, diene die an spiaterer Stelle (Nr. 15) be- 
wiesene Tatsache, daB falls der nicht absolut-kompakte Raum § der For- 
derung 3 nicht geniigt, eine unseren beiden friiheren Forderungen geniigende 
Einfiihrung uneigentlicher Elemente, wenn iiberhaupt, dann nicht anders 
méglich ist, als daB der erginzte Raum R* das in ,,Beitrage I“, Nr. 9 ff. 
besprochene zweite Trennbarkeitsaxiom (G) nicht erfiillt. Unsere dritte 
Forderung bedeutet also nur die Ausmerzung von ,,Riumen‘, die von etwas 
seltsamerer Art sind und daher mit Recht ausgeschieden werden kénnen. 


4. Endlich ist viertens die Beschrinkung auf zusammenhdngende*) 
Raume  gerechtfertigt (Forderung 4, a). Verzichtet man namlich darauf, 
andere Raume §t zu betrachten, als solche, die in jedem ihrer Punkte 
zusammenhangend sind, — was wieder nur die Ausmerzung abnormaler 
Fille bedeutet, — so kann man im Falle eines nicht-zusammenhangenden 
Raumes ft fiir jede Komponente von i die Frage der Erginzung zu einem 
absolut-kompakten Raum * getrennt behandeln*). Zugleich mit R wird 
man auch * zusammenhdngend fordern (Forderung 4, b), da man etwaige 
nicht mit R zusammenhingenden Teile von §R* einfach fortlassen kann’®). 
Mit dieser unseren allgemeinen Betrachtungen auferlegten Beschrinkung 
soll natiirlich nicht gesagt sein, da8 es nicht bisweilen niitzlich sein mag, 


*) ,Umgebende Menge“ s. Beitrige I, Nr. 5. 

*) Nach Fréchet, Rend. del Circ. Mat. di Palermo 22 (1906), 8. 6. 

*) Fir die Definition von ,zusammenhingend“, ,in einem Punkte zusammen- 
hingend* und ,Komponente“ vgl. Beitrige I, Nr. 6. Wie leicht zu sehen, kann ein 
Raum nicht-zusammenhingend und zugleich in-jedem Punkt zusammenhingend sein. 
%) Naheres vgl. Nr. 16, 17. 
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einen nicht-zusammenhangenden Raum ft [etwa wie die Menge der — zwei 
Kreisflichen bildenden — Punkte (¢°+ °+3)"—16é°<0] mu einem 
einzigen zusammenhingenden Raum §t* zu erganzen (im Beispiel etwa 
zur ganzen projektiven Ebene). 


Zwei weitere Forderungen (5 und 6), die bisweilen an eiae Einfiih- 
rung uneigentlicher Elemente gestellt werden mégen, sollen vorlaufig un- 
beriicksichtigt bleiben und erst in § 5 erwahnt werden. 


§ 2. 

5. Nach diesen einfiihrenden Bemerkungen definieren wir: 

Sei R ein topologischer Raum, d.h. es geniige R den Hausdorfischen 
Umgebungsaxiomen (A, B,C, D) oder, was dasselbe ist**), den Axiomen 
(A, B,C, D) fiir umgebende Mengen. Unter einer ,,Erweiterung von Rt 
zu einem absolut-kompakten Raum“ verstehen wir die Bildung eines 
absolut-kompakten topologischen Raumes Rt", der Rt als echte Teilmenge 
enthalt: R*>R (s. o. Forderung 1). Die bei einer Erweiterung hinzu- 
genommenen Punkte (Punkte von R* — R) unterscheiden wir als ,,un- 
eigentliche Punkte von R*“ von den ,,eigentlichen“, d. i. den Punkten 
von ft. Wir betrachten im folgenden solche Riume i, die in jedem 
Punkt abgeschlossen-kompakt sind (s. 0. Forderung 3) und solche ,,Erwei- 
terungen“ dieser Raéume, die den Forderungen geniigen (s. 0. 2, 4): 

a) R ist in R* offen, 

b) wenn § zusammenhingend ist, ist es auch R*. 

6. Wir behaupten dann: 


Satz 1. Jeder zusammenhdngende, in jedem Punkt abgeschlossen- 
kompakte Raum i, der selbst nicht absolut-kompakt ist, ist (wenigstens ) 
einer Erweiterung zu einem absolut-kompakten Raum fahig, die den For- 
derungen a), b) geniigt. 

Zum Beweise mége ein Raum §* gebildet werden aus den Punkten 
von % und einem einzigen weiteren ,,uneigentlichen“ Punkt 2*. Fiir jeden 
Punkt x von ®t seien als umgebende Mengen I1*(x) in R* erklart: einmal 
die z in R umgebenden Mengen I(x), dann die durch Hinzunahme von 
x* zu einer U(a) entstehenden Mengen. Fiir x* seien als umgebende 
Mengen U*(x*) erklart alle Mengen, die aus R* durch Weglassung einer 
Menge entstehen, die Teilmenge einer in R kompakten und abgeschlossenen 
Teilmenge von § ist. 

Wir beweisen zunichst, daB die 11" den Axiomen (A) bis (D) ge- 
niigen, KR" also ein topologischer Raum ist. Falls die in diesen Axiomen 


") Vgl. Beitrage 1, Nr. 5. 
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genannten Punkte xz, y zu R gehdren, geniigt hierzu der Hinweis auf die 
Giiltigkeit der Axiome fiir R. Was ferner die Existenz den Punkt 2z* 
umgebender Mengen, die (A) erfiillen, anlangt, so ist sie aus unserer 
Definition der 1l*(z*) klar, und da ® selbst nicht absolut-kompakt, also 
auch nicht ,,in i kompakt und abgeschlossen“ ist, so ist zugleich ersicht- 
lich, daB jede U*(z*) Punkte von ® enthilt. Die Giiltigkeit von (B, b) 
ist einleuchtend, jene von (B, a) fiir zwei z* umgebende Mengen 11*(z*), 
B*(x") folgt daraus, daB die Vereinigung & +B von zwei in R kom- 
pakten und abgeschlossenen Mengen U%, 8 selbst in i kompakt und ab- 
geschlossen ist. Ist nun 


(1 R—R-U*(2*) — A, Sw 
und 
(2) R—R-BV*(2z*)— GB, SB, 


so ist R—R-(U*(x*)-B*(z*)) =A, + 8,544, also der Durch- 
schnitt 11*(2*)-%*(2*) selbst eine z* umgebende Menge. Ferner folgt (C) 
fiir eine Menge li*(2z*) daraus, daB fiir 11*(2*) eine Relation (1) bestehen 
muB, in der & in R kompakt und abgeschlossen, also % — UW in K offen 
und daher I*(2*) > R — WU umgebende Menge jedes Punktes von R — W 
ist. Demnach ist die durch Hinzunahme von z* zu R— YW gebildete 
Menge {z*}-+-(R — W)— M, da sie auch eine umgebende Menge von z* 
ist, in R* offen. Die Existenz einer in R* offenen, x* enthaltenden Teil- 
menge % von U*(2*) ist aber gleichbedeutend mit (C). SchlieBlich folgt 
daraus, daB Si in jedem Punkt x abgeschlossen-kompakt ist, daB (D) auch 
fir y= 2*, c+ 2* erfiillt ist. 

Weiter ist 9* zusammenhingend, denn ware R* = U-+ BH eine Zer- 
legung in zwei punktfremde, nicht leere und in R* abgeschlossene Mengen 
%, B, so miiBte R als zusammenhingende Teilmenge von R* ganz in 
einer dieser Mengen, etwa in & enthalten sein; da aber jede 11*(x*) Punkte 
von ® enthalt, z* also Haufungspunkt von R ist, so miiBte WU auch x* 
enthalten und % leer sein, gegen die Annahme. 


DaB R in R* offen ist, folgt daraus, daB die Komplementarmenge 
R* —R— {x*} in R” abgeschlossen ist. Ferner liegen von jeder un- 
endlichen Teilmenge I von R*, die keinen Haufungspunkt in Rt hat, in 
jeder in R kompakten und abgeschlossenen Menge & nur endlich viele und 
daher in jeder li* (x*) unendlich viele Punkte, so daB I den Haufungs- 
punkt z* hat. Daraus folgt, daB R* absolut-kompakt ist, und Satz 1 ist 
in allen Teilen bewiesen. 
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7. GemaB Satz 1 ist die Eigenschaft eines Raumes R, selbst nicht 
absolut-kompakt zu sein, als eine (neben den sonstigen dabei gemachten 
Voraussetzungen) hinreichende Bedingung fiir die Méglichkeit einer Er- 
weiterung zu einem absolut-kompakten Raum festgestellt. Wir fragen, ob 
diese Bedingung hierfiir auch notwendig ist. In dieser Hinsicht wollen wir zeigen, 
da8 in der Tat wenigstens fiir eine gewisse Klasse von absolut-kompakten 
Raumen eine unseren Forderungen geniigende Erweiterung zu einem absolut- 
kompakten Raum nicht mdéglich ist. (Da8 es andererseits auch erweiterungs- 
fahige absolut-kompakte Raume gibt, wird in Nr. 13 gezeigt.) Wir wollen 
namlich diejenigen Raume ft betrachten, denen die Eigenschaft zukommt, 
da8 ® in jedem KR enthaltenden Raum §R* abgeschlossen ist; ein solcher 
Raum ist sicher absolut-kompakt, da er andernfalls nach § 2 (vgl. auch *’)) 
einer Erweiterung zu einem Raum Rt" fahig wire, in dem ®t nicht ab- 
geschlossen ist. Fiir derartige Raume gilt 


Satz 2. Wenn ein zusammenhdngender topologischer Raum Wt der 
,,Voraussetzung a) geniigt, dap KR in jedem Ki enthaltenden Raum ab- 
geschlossen ist, so ist R einer a), b) erfiillenden Erweiterung zu einem 
absolut-kompakten Raum nicht fahig. 

Ware namlich eine solche Erweiterung méglich und R + O = R* der 
erganzte Raum (2 > 0), so wire §t (und daher auch ©) wegen a) und a) 
in R* zugleich abgeschlossen und offen, es ware also R* = R+ O eine 
Zerlegung von R* in zwei in $* abgeschlossene, nicht leere Mengen, 
R* also nicht zusammenhingend, entgegen Forderung b). 

Aus Satz 2 werden wir weitere Satze erhalten durch Aufzeigung von 
Klassen von Raumen, die a) geniigen. 

8. Eine hinreichende Bedingung dafiir, daB ein Raum in jedem ihn 
enthaltenden Raum abgeschlossen ist, stellt nun, wie wir sogleich sehen 
werden, eine von Hausdorff**) als ,,zwettes Abzahlbarkeitsaxiom (F)* ein- 
gefiihrte Forderung, bzw. die Giiltigkeit des daraus folgenden**) Borelschen 
Uberdeckungsatzes** fiir den betreffenden Raum dar. Jenes Axiom (F) ist 
gleichwertig dem folgenden fiir umgebende Mengen ausgesprochenen: 

(F) Es gibt eine abzihlbare Menge von Teilmengen Ul des topologischen 
Raumes 8, so daB es zu jedem Punkt x von R und zu jeder z um- 
gebenden Menge I(x) eine in I(x) enthaltene Menge Ul gibt, die selbst 
eine x umgebende Menge ist**), 

#2) 1. c. *), S. 263, 272. Das ,erste Abzihlbarkeitsaxiom (E)“, das eine schwichere 
Forderung als (F) darstellt, kann hier iibergangen werden. . 

18) Z. B. wird in der &-9-Ebene eine solche Menge von Mengen U gebildet von 


der Menge aller Kreisflichen (&—&)*°+(n—m)*— 08 < 0 mit rationalen &,, 4, 0 - 
Vgl. Hausdorff, |. c. *), 8. 262. 











216 


und aus (F) folgt der 

Uberdeckungssatz von Borel") (B. 0): Ist Mt eine in R kompakte 
und abgeschlossene Teilmenge von fi und ist Mt in der Vereinigung eines 
beliebigen Systems offener Mengen enthalten, so ist St in der Vereinigung 
endlich vieler offener Mengen des Systems enthalten. 


9. Dieser Satz ist fiir einen Raum i, der selbst absolut-kompakt ist, 
gleichwertig mit der Aussage: 

(K) Zu jedem System offener Mengen, deren Vereinigung gleich dem 
Raum § ist, gibt es ein endliches Teilsystem gleicher Eigenschaft. 

Denn wenn Si der Forderung (K) geniigt und wenn J eine beliebige 
in R abgeschlossene Menge < {fi ist, ferner 2 ein System offener Mengen, 
in deren Vereinigung Yt enthalten ist, dann ist fi in der Vereinigung 
aller offenen Mengen des Systems >’ enthalten, das aus S durch Hinzu- 
nahme der Menge St — Mt entsteht. Aus (K) folgt dann, daB R gleich 
der Vereinigung eines endlichen Teilsystems 7’ von =’ ist und also M in 
der Vereinigung der endlich vielen sowohl zu S als zu J’ gehdrenden 
Mengen enthalten ist. Es gilt also (B. 0). Umgekehrt, wenn § absolut- 
kompakt ist und es gilt (B. 0), so folgt daraus (K), indem man I= WR setzt. 

10. Wir beweisen nun (in Nr. 11) den 

Satz 3. Hin der Forderung (K) geniigender Raum ft hat die Higen- 
schaft, in jedem ihn enthaltenden Raum R* abgeschlossen**) zu sein; 
womit dann zugleich der ,,Zusatz zu Satz 3“ gezeigt ist: daB diese 
Eigenschaft jedem absolut -kompakten, dem zweiten Abziahlbarkeits- 
axiom (F) geniigenden Raum zukommt und daher zufolge Satz 2 der 
Satz gilt: 

Satz 4. Hin zusammenhdngender absolut-kompakter Raum RR, der 
dem zweiten Abzdhlbarkeitsaxiom (F) oder zwmindest der Forderung (K) 
gentigt, ist keiner a), b) erfiillenden Erweiterung zu einem absolut-kom- 
pakien Raum fahig. 

Als eine Folgerung von Satz 3 nebst Zusatz sei noch angefiihrt: 

Satz 3*. Hin absolut-kompakter Raum Rt ist in jedem ihn ent- 


4) In einer der letzten Arbeiten des, als ein Opfer der Kriegszeit, allzu friih 
der Wissenschaft entrissenen W. GroB (Sitzungsber. d. Wiener Akad. 123 (1914), S. 810) 
wird die Giiltigkeit dieses Satzes, ohne Heranziehung eines Abzahlbarkeitsaxiomes, 
fiir beliebige metrische Riume bewiesen. Vgl. hierzu, sowie beziiglich Nr. 9, Aussage (K) 
bei H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen, I (1921), die Saétze I (S. 89) und II 
(8. 90) 

%) ® ist dann absolut-kompakt (s. Nr. 7) und also auch in R* kompakt. 

®) Statt des Axioms (F) geniigt es, das weniger fordernde Hausdorfische ,erste 
Abzihlbarkeitsaxiom (E)“ fiir R* vorauszusetzen. Vgl. Hausdorff, 1. c.*), S. 264. 
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Denn aus der Giiltigkeit von (F) fiir R* folgt die Giiltigkeit von (F) 
und damit von (K) fiir R. 

11. Beweis von Satz 3. Nehmen wir an, der Satz sei nicht erfiillt, 
es gebe also wenigstens einen Punkt z* in R* —R, der Haufungspunkt 
von § ist. Als eine ,,Menge Ul (2*)* werde dann der Durchschnitt R. 11* (2*) 
von § mit einer z* in R* umgebenden Menge U*(x*) bezeichnet, ferner 
jede in R abgeschlossene Menge Ul (x*) als eine ,,Menge I,(x*)* 1”) und 
ihre in R offene Komplementarmenge Si — Ul, (2*) als eine ,,.Menge D“. 
Da x* Haufungspunkt von § ist, so ist keine Menge U(2*), also auch 
keine Ul,(2*) leer und es ist keine Menge © gleich Rt, also jede Menge 
CoR. Da K* als topologischer Raum dem Axiom (B) geniigt, so ist 
der Durchschnitt zweier Mengen U(a2*) wieder eine solche Menge, also im 
besonderen der Durchschnitt zweier lUl,(a2*) wieder eine .ll,(2*) und die 
Vereinigung zweier (und daher endlich vieler) D wieder eine D. Aus (D 
folgt, daB es zu jedem Punkt y von ®t eine Menge U(2*) und eine zu 
ihr punktfremde, y in  umgebende Menge U(y) gibt. Nach (C) gibt es 
in U(y) eine offene, y in $ umgebende Menge lU(y) und die aus U(2*) 
gemaB Anm. **) abzuleitende Menge Ul, (2*) ist dann zu U(y) punktfremd, 
u(y) also in der Menge D = KR — Ul, (x*) enthalten. Die Vereinigung aller 
© umfaBt also alle Punkte y von Rt. Wenden wir nun (K) auf die 
Gesamtheit der offenen Mengen © an, so miibte R gleich der Vereinigung 
endlich vieler Mengen ©, also selbst eine Menge © sein, im Widerspruch 
dazu, daB jede Menge D ¢ & ist. Damit ist Satz 3 bewiesen. 


§ 4. 


12. Wenn ein Raum in irgendeinem ihn enthaltenden Raum 
R* (R* > R) zugleich abgeschlossen und kompakt ist, dann ist ft absolut- 
kompakt. Umgekehrt ist ein absolut-kompakter Raum 8 in jedem ihn 
enthaltenden Raum R* kompakt. Ferner ist ein absolut-kompakter Raum 
nach den Sitzen 3 und 3” sicher auch in jedem R* > R abgeschlossen, 
wenn St dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom (F), baw. der Forderung (K 
geniigt. Es gilt dies aber keineswegs fiir beliebige absolut-kompakte 
Raume §, wie sich ersehen laBt (vgl. Nr. 13) im AnschluB an folgendes 
Beispiel eines absolut-kompakten, jedoch dem zweiten Abzdhlbarkeits- 
axtom nicht geniigenden Raumes, ein Beispiel, das ich einer freundlichen 
Mitteilung von Herrn F. Hausdorff verdanke**). 

. 

‘?) Es gibt Mengen Ula(2*). Denn aus jeder U(2*) erhilt man durch Hinzu 
nahme ihrer Haufungspunkte in R eine Ua(x*). (Ua(x*) ist dann die abgeschlossene 
Hiille von U(x*) in R, also in R abgeschlossen: vgl. Beitrige I, Nr. 2 und 
Hausdorff, 1. c.*), 8S. 223) 

18) Vgl. auch L. Vietoris, Monatshefte f. Math. u. Phys. 31 (1921), S. 183. 
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(Beispiel %,.) Es bezeichne**) w, die Anfangszahl der dritten Cantorschen 
Zahliklasse, d. h. den Ordnungstypus der Menge aller Ordnungszahlen von abzahibarer 
Michtigkeit. Man bilde dann die Menge i der Paare (a, z), unter « eine Ordnungs- 
zahl < , und unter z eine der Ungleichung 0 < z< 1 geniigende reelle Zahl ver- 
standen. Man ordne diese Menge (lexikographisch ) nach dem Grundsatz («, z,) << («, z,), 
wenn Z, < 2Z,, (@,, 2,)<<(@,, 2.) wenn @,< a. Man definiere als Umgebung eines 
~Punktes“ z, = (a,z) + (0,9) des ,Raumes* fi jede durch eine Ungleichung a < z <_b 
definierte Menge, falls a< x, <6} gilt; analog fiir den allen anderen vorangehenden 
Punkt x,=(0,0) jede durch eine Ungleichung z,< «<b definierte Menge. — Zu 
jeder abzihlbaren geordneten Menge gibt es*°) eine ihr dhnliche Teilmenge T 
der Menge Y der reellen Zahlen 0 y<1. Das gilt daher insbesondere fiir die 
Menge der Ordnungszahlen «< a,, wenn a, eine Ordnungszahl < a, ist. Sei y(«) 
der der Zahl « zugeordnete Punkt von 7 und hierbei im besonderen y(0)=0, dann 
werde fir «<a, die Strecke 0 z<1 und damit die Menge der Punkte («, z) 
wobei « fest, z variabel) dhnlich auf die Strecke y(«)< y<y(a+1) abgebildet. 
Sei ferner z, eine Zahl > 0 und < 1, so kann und soll y(a,) < 1 bzw. = 1 angenommen 
werden, je nachdem z, > 0 bzw. = 0 ist. Wenn z, > 0 ist, werde die Strecke 0 < z< z, 
und damit die Menge der Punkte («,,0) Sx2<(«,, 2) ahnlich auf die Strecke 
y(@)S yS1 abgebildet. Wenn z,=0 ist, werde der Punkt (a, z,) auf den Punkt 
y=1 abgebildet. Hieraus ist ersichtlich, daf fiir jeden Punkt x, =(«,, z,) + (0, 0) 
die Menge der Punkte r= 2, auf die Strecke Y so eineindeutig abbildbar ist, daB 
dem Umgebungsbegriff jener Menge in ® der gewéhnliche Umgebungsbegriff auf der 
Strecke entspricht. — Sei nun % eine abzaihlbar-unendliche Menge von Punkten x aus 
R und W die endliche oder abzihlbare Menge jener Ordnungszahlen «, die bei den 
Punkten xz =(a, z) von & auftreten. Dann gibt es**) eine Ordnungszahl a, << w,, so 
daB a <a, fiir jede Zahl « aus MU. Die Abbildung aller Punkte r= («,, z,) auf 
O0<ys1 zeigt dann, daB die Menge X wenigstens einen Haufungspunkt hat. Unter 
Berufung auf den Satz, daB jede unendliche Menge eine abzahlbare Teilmenge hat, 
folgert man daraus, daB R absolut-kompakt ist. Zugleich ist ersichtlich keine 
abzihibare Menge Z in ® dicht, woraus schon folgt, daB R das zweite Abzahlbarkeits- 
axiom nicht erfillt®**). Man erkennt dies auch unmittelbar: Wire (F) erfiillt, so 
miBte es eine abzihlbare Menge offener Mengen @ geben, so da® fiir jedes a eine 
in der Menge (a, 0) < x< (a, 1) enthaltene Menge © vorhanden ist, was ersichtlich 
der Nichtabzaéhlbarkeit der Menge aller « < w, widerspricht. 

13. Aus Beispiel 8, gewinnen wir das folgende Beispiel 8, eines Raumes R* 
durch Hinzunahme eines weiteren Punktes z* zu R, wobei fiir jeden Punkt 2 aus 
gelten soll: «<< x*; als Umgebung von x* gelte demgemaB jede Menge a <2< x*, 
fiir welche a <2x* ist. Dann ist 2* Haufungspunkt der in R* gelegenen Menge %, 
sonach die absolut-kompakte Menge ® nicht abgeschlossen in R* Da auch R* ab- 
solut-kompakt, ferner R in R* offen und jeder der Riume R, R* zusammenhiangend 
ist, so ist damit zugleich ein Beispiel einer die Forderungen a), b) erfiillenden Er- 
weiterung eines Raumes R zu einem absolut-kompakten R* gegeben, obwoh!l R selbst 
schon absolut-kompakt ist. 


1%) Vgl. Hausdorff, 1. c., S. 125. 

*°) Vgl. Hausdorff, 1. c., Kap. IV, § 7, 8S. 99. 

*t) Vgl. Hausdorff, |. c., Kap. V, § 5, Satz II, S. 129. 
*) Vgl. Hausdorff, 1. c., S. 273. 
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Gelegentlich™) habe ich ,absolut-kompakt“ (= insichkompakt) und ,in einem 
umfassenden Raum abgeschlossen und kompakt“ (wofiir man bisweilen nach Fréchet 
auch extremal“ sagt) als gleichwertig bezeichnet. Dies gilt fiir die dort behandelten 
metrischen Raume, hingegen nach dem Gesagten nicht im Transfiniten. Die a. a. O. 
betonte Forderung, die erstgenannte absolute Eigenschait eines Raumes dort, wo sie 
allein maBgebend ist, als solche zur Geltung zu bringen und von bloB relativen Eigen- 
schaften abzugrenzen, bleibt natiirlich allgemein zu Recht bestehen. 

14. Hierbei noch ein Wort zur Terminologie! Das Wort ,abgeschlossen“ wird 
in der Literatur nicht iiberall zur Bezeichnnng desselben Begriffs verwendet, anderer- 
seits liegt fiir den hier mit ,absolut-kompakt“ bezeichneten Begriff bisher keine ein- 
heitliche Bezeichnung vor: In der Punktmengentheorie (und Funktionentheorie) be- 
zeichnet ,abgeschlossen“ fast ausnahmslos den auch von uns so bezeichneten Relativ- 
begriff, der sich auf eine Menge und einen sie enthaltenden Raum (Bereich) bezieht 
(vgl. Beitrage I, Nr. 2, 6); hingegen trifft man in der geometrischen Literatur, zuma! 
bei Fragen der Einfiihrung uneigentlicher Elemente, ,abgeschlossen“ fiir jenen Begriff 
verwendet, der in der Punktmengentheorie (unter Zuriickfiihrung auf den Relativ- 
begriff ,kompakt“) mit ,insichkompakt“ bezeichnet wurde™). Wenn ich dafiir ,,absolut- 
kompakt“ sage, so geschieht es, weil mir fiir diesen Absolutbegriff, der in der Be- 
zeichnung ,in sich kompakt“ liegende Umweg iiber den Relativbegriff ,kompakt“ 
nicht sachgem&8 erscheint. Andererseits tritt das Bediirfnis nach einer selbstandigen 
Bezeichnung immer mehr zutage, wenn man beachtet, da® fiir viele Sitze, die fir 
,beschriankte und abgeschlossene“ oder fiir ,kompakte und abgeschlossene* Mengen 
ausgesprochen werden, das Wesentliche eben darin liegt, daB diesen Mengen die ab- 
solute topologische Eigenschaft ,absolut-kompakt“ zukommt. Leider sind fast alle 
Ausdriicke, die sprachlich auf eine innere Vollendung und Geschlossenheit hinweisen 
wie: abgeschlossen, perfekt, kompakt) fiir Relativbegriffe verbraucht worden! 

15. Wir wollen einen Raum ,,im Punkte z absolut-kompakt“ nennen, 
wenn es eine absolut-kompakte umgebende Menge U(x) gibt. Nach dem 
in Nr. 13 Gesagten — wonach eine absolut-kompakte Menge nicht in jedem 
sie enthaltenden Raum abgeschlossen zu sein braucht — ist die in § 1 
aufgestellte Forderung 3 nicht gleichwertig mit der bloBen Forderung, 
da8 $i in jedem seiner Punkte absolut-kompakt sei, sondern sie ist schirfer 
und wurde tatsichlich (in Nr. 6 beim Beweise von (C)) als solche heran- 
gezogen. — Wir beweisen noch, wie in Nr. 3 angekiindigt, da8 ein absolut- 
kompakter Raum * dem ,,zweiten Trennbarkeitsaxiom (G)“ nicht geniigt, 
wenn ein in §R* offener Teilraum §R nicht in jedem Punkt abgeschlossen- 
kompakt ist. Denn sei 2, ein Punkt von R, der in R keine abgeschlossene 
und kompakte umgebende Menge hat, dann sind in jeder abgeschlossenen 
U(a,) unendliche Teilmengen mit wenigstens einem Haufungspunkt in 
R*— R vorhanden. Bildet man aber zu einer beliebigen U(zx,) wie in 


*3) Vgl. Hahn, |. c. **), 8S. 61, sowie Math. Zeitschr. 5 (1919), S. 288, Anm. 9. 

%) Vgl. Study, Geometrie der Dynamen (1903), S. 248. Im gleichen Sinne wird 
»abgeschlossen“ verwendet bei L. E. J. Brouwer, Math. Ann. 71 (1911), S. 98. Ebenda 
das Wort ,offen“ fiir nicht-absolutkompakt; desgleichen bei Weyl, 1. c.**), S. 24 
(,0ffene Flache* ). 


15* 
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Anm.17 die sugehérige abgeschlossene Hiille U,(z,) und ist y ein in 
R*—R gelegener Haufungspunkt von Ul.(z,), so ist y auch Haufungs- 
punkt voe [i(#,). Da somit jede i(z,) umendliche Teilmengen mit 
wenigstens ¢inem Hiufungspunkt in R*— R hat, so kann es nicht zwei 
punktfremde umgebende Mengen lUl(z,) und 11(R*— R) geben. Dabei ist 
R*—R in R* abgeschlossen, also (G) nicht erfiillt. 

16. Bisher haben wir bei Erweiterung eines Raumes Ri zu einem 
absolut-kompakten stets Ri als zusammenhingend vorausgesetzt. Zum Fall 
eines nicht zusammenhangenden i iibergehend, wollen wir die Frage be- 
handeln, inwieweit aus der Méglichkeit einer solchen Erweiterung fiir jede 
der Komponenten von auf die gleiche Méglichkeit fiir $ geschlossen 
werden kann. (In Nr. 17 behandeln wir die umgekehrte Frage.) Dabei 
wollen wir uns auf Raume beschrinken, die in jedem Punkt zusammen- 
hangend *") sind, und werden beweisen: 


Satz 5. Ist der in jedem Punkt zusammenhdngende Raum Ri nicht 
absolut-kompakt und ist jede seiner Komponenten entweder selbst absolut- 
kompakt oder einer den Forderungen a), b) geniigenden Erweiterung zu 
einem absolut-kompakten Raum fdhig, so ist auch Ri einer solchen Er- 
westerung fahig. 

Wir stellen zunachst hierfiir und fiir spateres eimige Hilfssitze zu- 
sammen. Es gilt: 


«) Jede Komponente & eines Raumes i ist in Rt abgeschlossen. 
(Denn hatte & einen Haufungspunkt in einer anderen Komponente 9, so 
wire &-+-9 eine zusammenhingende Menge >, also & keine Kom- 
ponente. ) 

Nun gilt der an anderer Stelle**) bewiesene Satz: 


8B) Wenn der Raum in jedem Punkte zusammenhingend ist, dann 
ist jede Komponente von R in Rt offen (und umgekehrt). 

Nach «) und #) ist also jede Komponente eines in jedem Punkte 
zusammenhangenden Raumes ® in  zugleich offen und abgeschlossen, 
m. a. W. es gilt: 


y) Ein in jedem Punkt zusammenhangender Raum ist der ,, Summen- 
raum“ seiner Komponenten in dem frither (1. c.*°)) erklairten Sinn. 


Unmittelbar ersichtlich sind die Siatze: 


56) Jede in einem absolut-kompakten Raum §f abgeschlossene Menge 
ist selbst absolut-kompakt, speziell also jede Komponente von R (vgl. «)). 
e) Der Summenraum 2; einer Menge absolut-kompakter Raume WR, 


*%) Beitrage I, Nr. 6. : 
%®) Vgl. Satz 1 der ,,Beitrige III“, Monatshefte f. Math. u. Physik 33 (1923). 
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ist dann (und nur dann) absolut-kompakt, wenn die Menge der ‘fi; end- 
lich ist. 

¢) Man betrachte zwei Mengen von Raumen i, bzw. R;, hierbei die 
Kr untereinander punktfremd vorausgesetzt; ist dann jeder Raum ‘fi, als 
offene Menge in Ri; enthalten, dann ist der Summenraum § aller §, offen 
im Summenraum §° aller KR. 

Ferner gilt: 


n) Ist ASBOE und A offen in C, so ist YA offen in B. (Denn 
fiir jeden Punkt z von YU ist WM eine U(xr'C), also A-B=—° eine 
WU (a | B).) ***) 

#) Ist AS BSE und A abgeschlossen in €, so ist UW abgeschlossen 
in 8. (Denn fiir jeden Punkt x von 8 — W ist, weil €C — UA in € offen, 
€ — AW eine U(z/C), also B-(C—A)— B— A eine U(x!B), also 8 — A 
in $ offen.) 

t) Der Durchschnitt D einer Komponente & eines Raumes R mit 
einer in ft kompakten Menge Jt ist in ® kompakt. (Denn jede unend- 
liche Teilmenge T aus D besitzt, weil T zu Mt gehdrt, in MR wenigstens 
einen Haufungspunkt; und weil T zu & gehért und & nach «) abgeschlossen 
ist, so liegt jeder solche Haufungspunkt in &.) 

x) Der Raum § sei in jedem Punkt zusammenhingend; wenn dann 
R in jedem Punkt abgeschlossen-kompakt ist, dann ist auch jede Kom- 
ponente & von fi in jedem Punkt abgeschlossen-kompakt (und natiirlich 
auch umgekebrt ). 

Denn ist x ein Punkt von §, so ist & nach 8), y) eine z in R um- 
gebende Menge ll, (x|), die gem&B «) in R abgeschlossen ist. Sei ferner 
U,(z|R) in R kompakt und abgeschlossen, so ist der Durchschnitt 
B= U,(x|R)-U,(x|R) gleichfalls in R abgeschlossen und daher wegen 
BVSRSR auch in K abgeschlossen (nach #). Nach ¢) aber ist 
BV=—K-U,(x!'R) in KR kompakt; B ist also eine in & kompakte und 
abgeschlossene IU (2 | ®). 

Wir wollen Satz 5 beweisen. Sei $i ein den Voraussetzungen dieses 
Satzes geniigender Raum. Jede seiner Komponenten fi, ist entweder einer 
a), b) geniigenden Erweiterung zu einem absolut-kompakten Raum R; 
fahig (der gemaB b) zusammenhingend ist), oder es ist Rt, selbst absolut- 
kompakt, in welchem Falle wir Rj =, setzen. Nach y) ist R= 2M,. 
Ist die Anzahl der Komponenten i; endlich, also nicht alle Rt, absolut- 
kompakt (da sonst nach ¢) auch Rt gegen die Voraussetzung absolut- 
kompakt wire), so ist R°= IR >TR,—R. Wir setzen R* = R°. 


%s) Zur Abkiirzung bezeichnen wir mit U(z,;R) eine den Punkt z im Raum 
umgebende Menge. 
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Nach «) ist R* absolut-kompakt; nach ¢) ist R offen in R*; wenn RK 
zusammenhangend ist (ft = Wi,), ist es auch R*— R;*. Die Erweiterung 
von R zu dem absolut-kompakten Raum §* geniigt aiso a), b), und 
Satz 5 ist im Falle endlich vieler Komponenten von ® bewiesen. Ist 
die Anzah) der Komponenten ; unendlich, so bilden wir aus R° — snr 
durch Hinzunahme eines Punktes x* einen Raum §*, wobei als z* um- 
gebende Menge u*(2*) jede Menge erklart wird, die 2* enthalt und in 
der alle R;, héchstens endlich viele ausgenommen, als Teilmengen ent- 
halten sind; andererseits wird in R* als umgebende Menge l1* (zr) irgend- 
eines Punktes x + 2* jede Menge erklart, in der eine z in R° umgebende 
Menge enthalten ist. Die Axiome (A, B, C, D) sind fir §* erfiillt. 
R* ist absolut-kompakt und >R. WR ist offen in R° (nach £)), ebenso 
R° in R* (nach Satz (d), Beitrige I, Nr. 2), also auch R in R* (nach 
dem in Beitrage I, Nr. 6 bewiesenen Satz: Wenn 8 in & und € in B 
offen ist, so auch € in A). KR ist nicht zusammenhangend, so da8 For- 
derung b) inhaltlos wird. Satz 5 ist damit auch im Falle unendlich vieler 
Komponenten bewiesen. 

Wendet man auf jede nicht absolut-kompakte Komponente eines 
Raumes, der in jedem Punkte zusammenhangend und in jedem Punkte 
abgeschlossen-kompakt ist, x) und Satz 1 an, so folgt aus Satz 5: 


Satz 6. Hin nicht absolut-kompakter Raum, der in jedem Punkte 
zusammenhdingend und in jedem Punkte abgeschlossen-kompakt ist, ge- 
stattet (wenigstens) eine den Forderungen a), b) gentigende Erweiterung zu 
einem absolut-kompakten Raum*’). 


Wie Satz 6 zeigt, kann man sich bei der Frage nach der Erweiterungs- 
fahigkeit eines Raumes §{ zu einem absolut-kompakten (wenigstens, wenn 
R in jedem Punkte zusammenhangend ist) auf den Fall eines zusammen- 
hangenden ®t beschrinken. Dabei ist jeder zusammenhingende i, der 
einer der Forderung a) geniigenden Erweiterung zu einem absolut-kompakten 
Raum §* fahig ist, stets auch einer a) und b) geniigenden Erweiterung 
fahig. Ist namlich &* die R enthaltende Komponente von §", so ist 
&* gemaB «), 5) absolut-kompakt; und gema8 7) ist R in &* offen. Die 
Erweiterung von R zu §&* geniigt also a) und b). — Durch das Gesagte 
sind die Bemerkungen in Nr. 4 ( Forderung 4a, b) gerechtfertigt. 

17. Die Frage, die die Umkehrung der in Nr. 16 behandelten ist, 
wird erledigt durch folgenden 


*7) Satz 6 148t sich auch direkt beweisen, indem man genau wie beim Beweis 
von Satz 1 verfahrt, auch R* wie dort konstruiert, und nur, wenn R nicht zusammen- 
hingend ist, den Teil des Beweises streicht, der das Zusammenhingendsein von ®* 
betrifft. (Bei solcher Erweiterung kann die -Voraussetzung. ® sei in jedem Punkt 
zusammenhingend, entbehrt werden.) 
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Satz 7. Wenn der Raum R einer den Forderungen a), b) geniigenden 
Erweiterung zu einem absolut-kompakten Raum R* fahig ist, so ist jede 
Komponente von i entweder ebenfalls einer solchen Erweiterung fahig, 
oder selbst absolut-kompakt**). 

Beweis. Es ist & abgeschlossen in Rt (nach @)); also ist R — & offen 
in R; und da R offen in R*, so ist (mach dem schon herangezogenen 
Satz, Beitrige I, Nr. 6) R—£ offen in R*; also ist H—R* —(R—) 

& + (R* — R) abgeschlossen in R* und daher absolut-kompakt (nach 4)). 
Da ferner 1 = R*— R abgeschlossen in R*, und Uc HR", so ist ge- 
maB #) U abgeschlossen in 9, also & =H — U offen in %. Sei nun §* 
jene Komponente von §, die >& ist. Dann ist &* abgeschlossen in 9, 
also absolut-kompakt (nach 4)). Da nun R&RK*SH und K offen in , 
so ist ® offen in &* (nach y)). Endlich ist &* zusammenhdngend (als 
Komponente). Ist Q* = R, so ist R selbst absolut-kompakt, ist R* > KR, 
so liegt eine a), b) geniigende Erweiterung von & zu einem absolut-kom- 
pakten Raum &* vor und Satz 7 ist bewiesen. 


§ 5. 


18. Zu den in §1 dargelegten allgemeinen Gesichtspunkten fiir die 
Einfiihrung uneigentlicher Elemente tritt zumeist — von den besonderen 
Gesichtspunkten einer speziellen, zu dieser Einfiihrung veranlassenden 
Theorie ganz abgesehen — ein weiterer. Voraussetzung ist dabei, daB in 
dem zu erginzenden Raum R die Umgebungen beliebiger Punkte 2, y 
,,von gleicher Art“ sind, d.h. daB es aufeinander topologisch abbildbare 
Umgebungen Ul (2), U(y) gibt, und zwar derart abbildbare, daB dabei x und y 
einander entsprechen**). Man wird in einem solchen Falle eines ,,(topo- 
logisch ) homogenen“‘ Raumes R an eine Einfiihrung uneigentlicher Elemente 
meist die Forderung stellen (Forderung 5), daB der ergdnzte Raum R* 
gleichfalls homogen ausfallt, daB also in R* die Umgebungen aller neu 
eingefiihrten Punkte von derselben Art sind, wie die offenbar®®) unver- 
andert bleibende Art der Umgebungen der Punkte von R. SchlieBlich ist 
in manchen Fallen die Forderang naheliegend, da8 jeder Punkt aus R* — R 
(jeder uneigentliche Punkt) Haufungspunkt von Punkten aus R (also von 
eigentlichen Punkten) sein soll (Forderung 6). In den beiden im Text 
der Nr. 1 genannten Beispielen sind ersichtlich auch diese Forderungen 5, 6 


**) Die Beschriankung auf Riume ®, die in jedem Punkt zusammenhingend sind, 
kann hier entfallen, da der folgende Beweis, bei dem ich von einer freundlichen Mit- 
teilung von Herrn Hahn Gebrauch mache, keine solche beschrinkende Annahme benutzt. 

®) Vgl. Jahresber. Deutsch. Math. Ver. 29 (1920), S. 103. 

%) Weil R in R* offen sein soll. 
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erfiillt**). Dabei erkennt man leicht die groBe Mannigfaltigkeit der auch 
bei Einhaltung dieser Forderungen immer noch méglichen Einfiihrungen 
uneigentlicher Punkte der Ebene i = €. Denn wenn auf irgendeiner ge- 
schlossenen, orientierbaren oder nicht-orientierbaren Flache % endlichen Zu- 
sammenhangs**) eine abgeschlossene nirgendsdichte**) Punktmenge I so 
gewahlt wird, dab die Restmenge % — I einfach-zusammenhingend, also 
mit € topologisch gleichwertig ist, so stellen die Punkte von It uneigent- 
liche Punkte vor, deren Einfiihrung allen von uns genannten Forderungen 
geniigt. Die Frage, ob damit die Gesamtheit aller, den Forderungen 1—6 
geniigenden, topologisch wesentlich verschiedenen Einfiihrungen uneigent- 
licher Punkte der Ebene erschépft ist, soll hier unerértert bleiben, wo die 
Betrachtung spezieller Gebilde nur der Erlauterung der allgemeinen Topo- 
logie dienen sollte. 


Zusatz. Wenn ich mit der Einsendung dieses Beitrages zégerte, 
dessen Manuskript bis auf geringe Anderungen schon vor mehr als Jahres- 
frist fertiggestellt und nahestehenden Fachkollegen vorgelegen war, so ge- 
schah es in der Absicht, vorerst iiber auslindische Literatur iiber allge- 
meine Topologie mich besser zu unterrichten. LEiniges dariiber ist mir 
inzwischen, z. T. durch freundliches Entgegenkommen der Verfasser, bekannt 
geworden. Aber von wirklicher Ubersicht ist bei den gegenwartigen Ver- 
haltnissen nicht die Rede. Ich mu8 mich daher damit begniigen, — zu- 
gleich in Erginzung des Zusatzes zu ,,Beitraige I“, — speziell auf die Be- 
arbeitungen hinzuweisen, die die ,,Uberdeckungssatze“‘ gefunden haben. 
Als eine neuere Publikation hieriiber sei eine Arbeit von Robert L. Moore 
angefiihrt: On the most general class L of Fréchet in which the Heine- 
Borel-Lebesgue Theorem holds true. Proceedings National Acad. of Sciences 
5 (1919), p. 206. Ich méchte noch beifiigen, daB die oben, Nr. 7ff., 
behandelten Fragen Beriihrungspunkte mit Untersuchungen der Herren 
P. Alexandroff und P. Urysohn haben, — Untersuchungen, von denen ich 
durch freundliche Mitteilung der Herren Kenntnis erhielt und deren Ver- 
éffentlichung in Vorbereitung ist. 


Erlangen, Mathematisches Seminar, im Oktober 1923. 


*1) Im Beispiel Anm. *) nur Forderung 5, nicht aber 6. 

*%) D. h. auf einer Flache, die aus einer endlichen Anzahl] von Dreiecken durch 
paarweise Zuordnungen der Dreiecksseiten entsteht, wobei jede Seite genau einer 
anderen zugeordnet ist; vgl. etwa Weyl, Die Idee der Riemannschen Flache (1913), 
8. 28, 24. 

%%) D. h. eine abgeschlossene Menge, die keine offene Menge als Teil enthiilt. 


( Eingegangen am 12. 10. 1923.) 
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16. Reelle Figuren. 


Bis hierher haben wir den Standpunkt der Geometrie im komplexen 
Gebiete eingenommen. Abgesehen davon, da wir die betrachtete Mannig- 
faltigkeit M, in einer speziellen Gleichungsform und fiir die Figuren auf 
ihr eine speztelle Parameterdarstellung erhalten hatten, haben wir damit 
den bei gegebener Dimensionenzahl héchsten méglichen Grad analytischer 
Allgemeinheit erreicht. Alles Vorgetragene gilt fiir alle nicht-singuldren 
Mannigfaltigketen M; . Dabei konnte aber den Besonderheiten, die reellen 
quadratischen Mannigfaltigkeiten zukommen, nicht Rechnung getragen 
werden. Hiermit erwachst uns nun eine neue, und, wie sich zeigen wird, 
sehr interessante Aufgabe, deren Lésung einen bisher ganz ungeahnten 
Reichtum geometrischer Tatsachen zutage fordern wird. 

Vorausschicken mu8 ich noch die Bemerkung, daB die entwickelte 
Theorie nicht nur insofern abgeaindert werden kann, als auch andere 
Gleichungsformen und andere Parameterdarstellungen in unendlicher Menge 
mit genau gleichem Erfolg benutzt werden kénnen, sondern da8 ihre 
Gestaltung auch noch in anderer Beziehung, iibrigens unvermeidlicherweise, 
von Definitionen abhangt, die der Willkiir unterliegen. Wir hatten ja 
iiber die Werte gewisser WurzelgréBen zum Teil willkiirlich entschieden. 
Treffen wir andere Entscheidungen, ersetzen wir z. B. eine WurzelgréBe 


VR durch + -Vc?.R, wo c eine komplexe Konstante bedeutet, so erhalten 
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wir andere Formeln. Aber wir erhalten dann nichts wirklich Neues, ab- 
gesehen von dem einzigen Umstande, da8 die neue Festsetzung unter Um- 
standen den Ubergang in einen neuen Rationalitatsbereich bedeuten wird. 
Sehen wir von solchen feineren Unterscheidungen ab, auf die eine spitere 
Forschung Riicksicht nehmen mag, so kénnen wir Theorien, die sich nur 
in dieser Weise unterscheiden — parallele Theorien, wie wir sagen 
wollen — als dquivalent betrachten. Das eine Formelsystem geht ja aus 
dem anderen durch eine ganz einfache Transformation hervor. 


Diese Aquivalenz paralleler Theorien hért nun auf, sobald es sich 
um reelle Figuren handelt. 


Reelle Figuren namlich wird man auch durch reelle Koordinaten 
darzustellen suchen. Z. B. ist es iiblich und meistens auch sachgemaB, 
reelle Punkte durch reelle Werte auch der homogenen Koordinaten dar- 
zustellen, was dann ein reelles Koordinatensystem voraussetzt. Wo nun 
die vorhandenen reellen Koordinaten durch Hinzufiigung von Wurzelwerten 
erweitert werden sollen, da kann es geschehen, daB diese Irrationalitaten 
imaginér werden. Das so erweiterte GréBensystem werden wir dann nicht 
mehr als System von Koordinaten einer reellen Figur (z. B. eines reellen 
orientierten Flachs oder eines reellen Blattes) betrachten diirfen. Aber 
eine Transformation der Form 


VR — +1 y—8 


wird uns dann (in den Fallen, um die allein es sich hier handelt) wieder 
reelle Figuren liefern. 


Wir werden also unter Umstdnden ,,reelle“ Figuren auf verschiedene 
Arten erkldéren kénnen. Die auf solche Figuren beziiglichen Aussagen 
kénnen nicht als dquivalent erachtet werden. Es ist zu unterscheiden 
zwischen komplexer und reeller Aquivalenz. 


Wenn wir uns nicht ungerechtfertigte Beschrankungen auferlegen und 
auch nicht zu schleppenden Umschreibungen gendtigt sein wollen, so miissen 
wir weiterhin mit C. Segre erklaren: Reell heiBt jede Figur, die mit der 
konjugiert-komplexen Figur zusammenfallt. Reell ist hiernach z. B. ein 
Paar konjugiert-imaginaérer Punkte, deren Zusammenfassung ja zu einer 
Gleichung mit reellen Koeffizienten fiihrt; reell ist, in der ebenen projek- 
tiven Geometrie, die Kurve x? + #3 + 23 = 0, mit der ein reelles Polar- 
system verbunden ist. Zwischen den reellen und den imaginaren Polar- 
systemen geht der tiefere Schnitt durch, nicht zwischen Kegelschnitten, 
die einen reellen Zug haben, und solchen, die keinen haben. In Lehrbiichern 
der analytischen Geometrie wird das haufig verkannt. 
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Stellen wir uns auf diesen Standpunkt, den einzigen meines Erachtens, 
der der Natur der Sache entspricht, so erkennen wir alsbald, da in un- 
serem Falle nicht weniger als sechs verschiedene Méglichkeiten der Er- 
klarung reeller Figuren vorliegen. Denn zuerst werden wir die drei Arten 
reeller M; in R, zu unterscheiden haben, die bei Darstellung einer solchen 
M; durch eine gleich Null gesetzte Summe von fiinf Quadraten mit reellen 
Koeffizienten, und zwar durch eine quadratische Form von positiver Dis- 
kriminante, den Vorzeichenkombinationen { + + + ++}, {+ — ———}, 
{——-+-++} entsprechen. Wir unterscheiden also, in iiblicher Weise, 
diese M; durch die zu jeder von ihnen gehérige Charakteristik {0}, {1} 
oder {2}, entsprechend der kleineren Zahl gleicher Vorzeichen in den ge- 
nannten Ausdriicken. 

In jedem der drei Fille haben wir nun die Mannigfaltigkeit der 
co*'? Geraden auf der M; zweimal gesetzt, wir haben sie mit zwei Schichten 
iiberdeckt. Konjugiert-komplex zu einer solchen Geraden kann dann aber 
ebensowohl eine Gerade derselben Schicht als auch eine solche der anderen 
Schicht sein. Sich dogmatisch fiir die eine oder andere dieser Annahmen 
zu entscheiden, halte ich nicht fiir empfehlenswert, wir wiirden dann unter 
allen Umstinden eine liickenhafte Theorie erhalten. Vielmehr scheint es 
mir wichtig, die zwei Méglichkeiten nebeneinander in Betracht zu ziehen, 
so daB wir also im ganzen der Reihe nach sechs verschiedene Annahmen 
zu untersuchen haben werden. Hinterher mag man, wenn man will, dem 
einen Fall ein héheres Interesse zuschreiben als dem anderen, und viel- 
leicht einige von ihnen auch ganz zur Seite schieben — doch wird man 
sich bewuBt bleiben miissen, daB damit ein starkes subjektives Moment 
in die mathematischen Uberlegungen hineingetragen wird. Wir wollen auch 
wirklich nicht alle diese Méglichkeiten genauer betrachten. Ubrigens findet 
sich, daB zweimal zwei von ihnen schon durch reelle Transformationen ineinan- 
der iibergehen, so da8 nur vier wesentlich verschiedene Fille iibrig bleiben *®*). 


5) In Lies Kugelgeometrie ist unter diesen vier Fallen tatsachlich nur einer zum 
Vorschein gekommen. In -dhnlicher Weise pflegt man, in der Theorie von Cayleys 
projektiver MaBbestimmung, sich auf eine Untersuchung der zwei Fille zu beschrinken, 
die durch Flachen 2. Ordnung der Gleichungsformen 


2g +2 +23 +2; =0, 23 —2!—2} ~ 2x =0 
bestimmt werden, wahrend die dritte, wenn auch nicht physikalisch, so doch mathe- 
matisch gleichberechtigte Méglichkeit 
xo +2; —2z3 — 2; =0 


gewohnlich ganz von der Betrachtung ausgeschaltet wird. Zufolge der so entstandenen 
Gewéhnung ist von Lie und anderen gerade der einfachste Fall nicht beachtet worden, 
der namlich, in dem eine Zuordnung von Geraden und ,Kugeln“ sich schon im Reellen 
abspielt. 
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In jedem der sechs Faille werden andere Figuren reell. Wir reden 
daher, bei jeder der drei Annahmen {0}, {1}, {2}, von zwei verschiedenen 
Realitdtsbereichen, in ahnlicher Weise, wir man in der Algebra Rationalitats- 
bereiche unterscheidet, unter deren Begriff der Begriff des Realitatsbereiches 
dann teilweise fallen wird. Und wir beginnen mit den beiden Fallen, in 
denen wir unseren bisherigen analytischen Apparat ohne oder fast ohne 
formale Anderung werden benutzen kénnen. Offenbar werden alle unsere 
Formeln reelle Figuren dann darstellen, wenn wir erstens im Raume der 
M; 
nur reelle Figuren zulassen. Unter diesen Voraussetzungen gehért dann 
unsere Mannigfaltigkeit M, zur Charakteristik {2}: Auf diese werden wir 
dann die M; der Charakteristiken {1} und {0} folgen lassen. 


ein reelles Koordinatensystem wihlen, und zweitens im Bildraume 


Schrinken wir die zuvor benutzten Parameter auf reelle Werte é; und ¢, 
ein, so erhalten wir eine M der Charakteristik {2}, und auf ihr aus- 
schlieBlich Figuren, die ebenfalls reell sind. Wir erhalten dann niamlich: 

1. Alle reellen Geraden X und Y auf M;. 


2. Unter den reellen Beriihrungsebenen von M, nur solche, aber auch 
alle solchen, die die M; in zwei reellen Geraden schneiden oder sie, im 
Grenzfall, langs einer Geraden beriihren. Wir erhalten folglich als ,,reelle“ 
Blatter nur solche, die zu diesen Beriihrungsebenen gehéren. 

3. Unter den reellen Flachen erhalten wir nur solche, aber auch alle 
solchen, die die uM; in einer reell-geradlinigen Flache schneiden, und dann 
natiirlich auch nur die zu solchen Flachen gehérigen orientierten Flache. 
Darunter befinden sich die beriihrenden Flache, deren Schnittfigur sich 
auf einen Kegel mit co’ reellen Erzeugenden reduziert. 

Diese Figuren bestimmen nun einen zur M, der Charakteristik {2} 
gehérigen Realitdtsbereich. Zu diesem Bereiche rechnen wir erstens die 
genannten orientierten Blatter und alle Vereine von solchen — also auch 
die reellen Geraden X und Y —, zwestens aber auch alles, was sich, nach 
Fortsetzung dieser Mannigfaltigkeiten ins komplexe Gebiet, aus Paaren 
konjugiert-imaginarer Figuren solcher Art zusammensetzt und also Paaren 
von konjugiert-imaginaéren Figuren des Bildraumes entspricht. Von ein- 
zelnen, d. h. nicht zu Paaren zusammengefaBten Figuren derart aber werden 
wir sagen, ste seien im ersten Realitatsbereich imagindar. 

Nennen wir, mit C. Segre, Konjugium die involutorische antikollineare 
Transformation, die jedem Punkt den konjugiert-komplexen Punkt, jeder 
Figur iiberhaupt die konjugiert-komplexe zuordnet, so kénnen wir kurzweg 
sagen: 

In der benutzten Abbildung entspricht dem Konjugium auf M,, im 
ersten Realitdtsbereich, das Konjugium des Bildraumes. 
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Hierin liegt schon der weitere Satz: 
Im ersten Realitatsbereich auf einer reellen M, der Charakteristik {2} 
gehéren konjugiert-komplexe Geraden immer zur selben Schicht. 
Also nur zwei Gerade X und X’ oder Y und Y’ kénnen konjugiert- 
komplex sein, vA 
x’=X, Y=, 
niemals ist in diesem Zusammenhang 
X’=Y, Y' =X, 
Das wiirde namlich bedeuten, daB zu einem Punkt des Bildraumes 
eine Ebene konjugiert-komplex ware. 
Das Konjugium des Bildraumes bleibt bei allen 2-co*® reellen Kolli- 


neationen und allen 2-co** reellen Korrelationen in Ruhe, und nur bei 
diesen. Also folgt: 


Jede der beiden Scharen oder Schichten G,,, H,, von eindeutigen Be- 
riihrungstransformationen auf M,; hat im ersten zugehdrigen Realitdts- 
bereich zwei reelle Ziige. 

Jeder solche ,,reelle‘‘ Zug ist natiirlich eine Transformationenschicht, 
die durch 16 homogene reelle Parameter dargestellt werden kann. Eine 
dieser vier kontinuierlichen Scharen von je co*® reellen Transformationen 
reeller wnd imaginarer Figuren enthalt die identische Transformation und 
bildet fiir sich eine Gruppe, die Hauptschicht reeller Transformationen 
von G,,, H,,. Setzt man alle vier Transformationenschichten ins kom- 
plexe Gebiet hinein fort, so erhalt man wieder die Gruppe G,,, H,,, und 
zwar jede ihrer beiden Schichten von je co*® Transformationen zweimal. 

Das Konjugium des Bildraumes kann auch erklart werden als die 
Antikollineation, die alle reellen Punkte, oder auch alle reellen Ebenen 
in Ruhe 148t. Diese beiden Figuren von je co* Dingen im komplexen 
Gebiet bilden, nach Segres Terminologie, ein Paar von reziproken drei- 
dimensionalen Ketten®). Das Konjugium kann dann auch erklirt werden 
als die antianalytische Spiegelung*™”’), kiirzer als die Spiegelung an diesem 
Paar reziproker Ketten. Durch irgendeine Kollineation (oder Korrelation, 
oder Antikollineation, oder Antikorrelation) aber entsteht aus dem Kon- 
jugium immer wieder eine involutorische Antikollineation, die als Spie- 
gelung zu einem Paar reziproker Ketten gehért, und es entsteht so jede 
beliebige Antikollineation dieser Art. Hiermit haben wir den dieser ganzen 


%) Siehe hier und im folgenden: C. Segre, Un nuovo campo di ricerche geo- 
metriche. -Atti di Torino 1890. 

100) Wegen dieses Begriffs siehe des Verfassers Abhandlung: Sugli enti analitici. 
Circolo di Palermo 21 (1906). 
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Betrachtung zugrunde liegenden Gedanken, losgelést von Zufilligkeiten 
des analytischen Apparats, in semer wahren Allgemeinheit. Wir haben 
folgenden Lehrsatz begriindet: 

XXXIla. In der Beziehung einer reellen M; der Charakteristik {2} 
zu threm Bildraume entspricht dem Konjugium des zugehdérigen ersten 
Realitatsbereiches immer eine involutorische Antikollineation, die als 
Spiegelung zu einem Paar von reziproken dreidimensionalen Ketten gehort. 
Den reellen Geraden X und Y auf M, entsprechen die Punkte — und 
Ebenen — dieser beiden Ketten. Ferner entsprechen den oo‘ reellen orien- 
tierten Flachen des genannten Bereiches die oo geraden Linien des Bild- 
raumes, die mit je co' solchen Punkten — und Ebenen — vereinigt liegen, 
und den reellen Bldattern entsprechen die vereinigten Paare, die Flachen- 
elemente (£,). Alle diese Flache durchdringen die Mj; in reell-gerad- 
linigen Flichen 2. Ordnung. 

Zu diesen gehért auch unsere absolute Flache, und zwar zweimal, 
da ihre Erzeugenden sowohl Geraden X und Y als auch Geraden Y und X 
sein kénnen. Die Projektionen der iibrigen genannten Flachen zweiter 
Ordnung liegen alle auf derselBen Seste der absoluten Flache — im selben 
Halbraum (oder, mit je zwei ihrer orientierten Geraden, an dessen Grenze)**). 
co* sind gewéhnliche Regelflichen, die die absolute Flache in je einem 
Kegelschnitt beriihren. co* sind Kegel, andere co* sind abgeplattet ( Platten), 
doppelt iiberdeckte Tangentenbiischel irreduzibler Kegelschnitte, die als 
Punktérter auf der absoluten Flache liegen. co* weitere Grenzfille end- 
lich sind doppelt iiberdeckte ebene Halbbiischel. (Vgl. § 1, 8. 49.) 

Konjugiert-komplexen Figuren des ersten Realitaétsbereichs entsprechen 
hier immer Figuren im Bildraume, die durch die involutorische Anti- 
kollineation gespart werden, usw. Erscheint, wie zuvor, auch im Bild- 
raume das Konjugium, so erhailt man besonders bequem zu gebrauchende 
Formeln, mu8 sich aber gegenwirtig halten, daB es sich dann um Tat- 
sachen handelt, die gegeniiber der Gesamtgruppe G,,, H,, von 2-co* 
Transformationen nicht invariant sind. Nur invariante Beziehungen er- 
scheinen in unserem Lehrsatz. Zu beachten ist auch, daB schon bei Zu- 
ordnung ausschlieBlich reeller Figuren keine gewohnlichen Beriihrungstrans- 
formationen vorliegen (vgl. § 15, 8. 107—109). 


Wir betrachten jetzt zweitens das Gebiet des Raumes R,, in dem die 
zur Definition der Blatter und orientierten Flache dienenden WurzelgréBen 

101) Das im anderen Halbraum gelegene Spiegelbild unserer Figur entsteht durch 
Projektion einer anderen M,, 


YoY: — Y2¥s — ¥s-= 0. 
(Vertausche z,, 2, Zz, Z, Z, Mit Yo, Y3, Yo: Yr» Ya) 
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4 


rein-imaginare Werte haben (einschlieBlich der Null), wahrend ihre iibrigen 
Koordinaten reell sind. 

Damit erhalten wir eine neue Reihe reeller Figuren, die nun, ahnlich 
wie oben, das definieren, was wir den zweiten zur M; der Charakteristik {2} 
gehérigen Realitdtsbereich nennen wollen. 


Das Konjugium, d. i. die Transformation, die konjugiert-komplexe 
Figuren vertauscht, ist in diesem Falle 


xX’=Y, y’=X. 
nicht 


xX’=X, Y’=Y. 
Als reell zu bezeichnen sind nunmehr 


1. Die Paare von Geraden X und Y, deren Koordinaten konjugiert - 
komplex sind. Sind diese Koordinaten insbesondere reell, was zur Folge 
hat, daB die Geraden X und Y einander iiberdecken, so ist auch dann 
nur das Paar X,Y als eine reelle Figur zu bezeichnen, nicht etwa die 
etnzelne Gerade X oder Y: Geraden aus verschiedenen Schichten sind ja 
in dieser ganzen Theorie als durchaus verschieden zu betrachten, als ebenso 
verschieden, wie im Bildraume Punkte und Ebenen, die wir auch nicht 
als miteinander identisch ansehen, wenn sie gleiche Koordinaten haben. 
Man kann also nicht sagen, daB einander iiberdeckende Geraden identisch 
sind, wie reelle Figuren, die mit ihren konjugiert-komplexen tdentisch sind. 


2. Unter den Blattern sind jetzt reell alle solchen und nur solche, 
die zwei der unter 1. genannten konjugiert-komplexen Geraden verbinden. 
Die Ebene eines solchen Blattes enthalt einen reellen Punkt auf M; , oder, 
im Grenzfall, alle reellen Punkte der einander iiberdeckenden Geraden X und Y. 
Zwei einander iiberdeckende Blatter, oder also entgegengesetzt - orientierte 
Beriihrungsebenen von M;, haben verschiedene Flachenelemente zu Bildern, 
nur im Grenzfall, wo die Geraden X und Y einander iiberdecken, und die 
beiden Orientierungen der Beriihrungsebene zusammenfallen, fallen auch 
die Bilder zusammen. Kein Paar von verschiedenen im Sinne der Theorie 
des ersten Realitdtsbereiches ,,reellen“ Geraden X, Y auf M; bestimmt ein 
nunmehr ,,reelles“ Blatt. 


8. Gewisse orientierte Flache sind jetzt reell, und zwar alle solchen 
und nur solche, deren ebener Schnitt reell und nicht reell-geradlinig, oder, 
tm Grenzfall, ein Kegel ist. Die zweimal gesetzten Erzeugenden dieses 
Kegels sind, wie gesagt, hier als konjugiert-imaginare Figuren zu betrachten. 
Beriihrt aber ein nunmehr reelles Flach die M; nicht, so durchsetzt es sie 
in einer Flaiche 2. Ordnung mit co* reellen Punkten, die nur sogenannte 
nieder-imaginaére Geraden enthalt. Jede dieser Geraden hat die zu ihr 
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konjugiert-imaginare Gerade in der anderen Schar von Erzeugenden und 
in der anderen Schicht. 


Alle hier auBer Blattern in Betracht kommenden Figuren — Geraden X 
erster Schicht, Geraden Y zweiter Schicht, Flache — werden am besten 
als Orter von Bldttern aufgefaBt. 


Reelle orientierte Flache ergeben sich jetzt aus solchen reellen (aber 
noch nicht orientierten) Flachen, fiir die 


eee ae a ee Pe 
4(w,w, — w,w,)-+ w? <0 


ausfallt (wahrend im ersten Realitatsbereich 


>on on on 1. 4,2 > 
4(w,w, — w,w,)+ w? > 0 
sein mute). Wir substituieren dementsprechend in unseren friiheren 
Formeln etwa 
>] = > > : ,* 
(1) w= —tu,, 


so daB allgemein (auch im komplexen Gebiet) 
(2) wy = V4(w,w, — w,w,) — w? = 1 (&,, + 5,,) 


wird (siehe § 14, Nr. 16). Es folgt dann (siehe ebenda Nr. 17) 











sf 1 a al - - 
“a="—~3 (w, +8), “92 — — UY, “o3 = U3, 
(3) 
iim cle ~tel) = wW Ee = Ww 
“33 “ 2 4 5 ’ — 0’ — + Bd 
und im Falle eines reellen Flachs 
(4) 5:55: 5, : 5, : 5,2 5, = — 555: 5g, : Seg: — Sy, : Sy, : Sie- 


Ein solches orientiertes Flach enthalt Geraden X und Geraden Y 
mit konjugiert-komplexen Koordinaten X,;, = Y;,, Y,;,—=X,,- Auf diese 
Art gepaarte Geraden haben nach dem zuvor Gesagten einzeln als imagindr 
zu gelten, auch wenn ihre Koordinaten reell ausfallen. Ihre Parameter 
geniigen den miteinander gleichbedeutenden Gleichungen 


. z 
3° Sa» 


(5 Po? Py? Pa Ps = — §,: &: — § 
Go: &,: G2 b= Gy: — Po: Py: — Po: 


0) 


Je zwei solche Geraden definieren nach bestimmter Zuordnung zu Zeichen X, Y 
ein reelles Blatt. Unter der Voraussetzung (5) werden namlich, wenn 
man die Proportionen durch die entsprechenden Gleichungen ersetzt, die 
Ausdriicke (2) in § 15 saimtlich reell, und die Ausdriicke (5) ebenda rein- 
imaginar. 
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Wir machen dann dhnliche Substitutionen, wie unter (1), namlich 
(6) Urs = — # Urs (k=0, 1, 2,3, 4), 
und erhalten dann die reellen Blatter entsprechend reellen Koordinatenwerten 


* * * 
Ua, Vor, ooeg Us. Ups; Uis, eee 4s. 


Fiir die singulairen Blatter — die keine bestimmten Beriihrungspunkte 
haben — ist nach wie vor 
(7) Po: Fi? Pa? Ps = — §, 285: — &: 8; 


ist ein Blatt singulair und reell, so miissen die Gleichungen (5) uud (7) 
zusammen bestehen. 

Die gefundenen Formeln lassen sich nun unschwer deuten. Eliminiert 
man aus den Gleichungen (5) und der hier iiberall vorausgesetzten Gleichung 


Pog + Ps Fs + Po Fa + Pe Fg = 9 


die GréBen gp oder ¢, so erhailt man die Gleichungen 





gy é, — g, Eo i &, gs = §s é, =0, 


PoP: — Pi Po + Pa¥s — Ps Po = 9. 








Von diesen stellt die erste einen Ort (ein quasi-algebraisches Kon- 
tinuum ) von co® Punkten, die zweite einen ebensolchen Ort von co*® Ebenen 
dar, und beide zusammen bilden — nach des Verfassers Terminologie — 
ein Paar zueinander reziproker Hermitescher Mannigfaltigkeiten'). 

Diese gehéren, da die Substitutionen 


+7 ° -_ Not} - - Wy Mo 
oT ata ~ 2 ae is 2 ae i iP le 


* : v2 ° Ty. . \2 


die Gleichung 


‘re 


. 
f= 
Ss 


o= 


b{E,E, — Eby + Sas — Fy ba} = No Mo — Ma hy + 2 Te — Ms Vs 
nach sich ziehen, zur Charakteristik {2}. 

Sie sind (gegeniiber Kollineationen, Korrelationen, Antikollineationen 
und Antikorrelationen) invariant-verbunden mit einer involutorischen Anti- 
korrelation, die im vorliegenden Falle in Punkt- und Ebenenkoordinaten 
durch die Gleichungen 


, , , , - ~ > . 
Po? Pr: Pai Ps = — 82 Fo? — Ss: 

, , ’ , 2 —_ — 
1°64: S3= Pit —Po? Ps? — Pa» 

1) Die Hermiteschen Mannigfaltigkeiten und die zugehérigen Hermiteschen 
Polarsysteme (antipolarita) sind von C. Segre untersucht worden: Un nuovo campo di 
ricerche geometriche, Torino 1890. Vgl. auch A. Loewy, Uber bilineare Formen mit 
konjugiert -imagindren Variablen, Nova Acta Leopoldina 71 (1898), Nr. 8; und E. Study, 
Kirzeste Wege im komplexen Gebiet, Math. Ann. 60 (1905), (bes. S. 323, 324). 

Mathematische Annalen. 91. 16 


wre 
re) 


(9) 


“Yr 


&: 
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und in Linienkoordinaten durch die Gleichungen 


/ en! pe | ont on! p an? on? as on an — — = 

(10) S03 Soe ? S03 * 23 31 > “19 = — “23 > 00 03 > — S25 ? =91 * “ie 
dargestellt wird. In eben dieser Antikorrelation — oder also in dem mit 
dem Gleichungspaar (8) verbundenen Hermiteschen Polarsystem — ent- 


sprechen sich dann die Bilder konjugiert-komplexer Figuren unseres zweiten 
Realitatsbereiches ; z. B. entsprechen die Bilder der reellen orientierten Flache 
sich selbst, wie eine Vergleichung der Formeln (4) und (10) unmittelbar 
erkennen 1aBt. 


Wir haben hiermit, als Seitenstiick zu unserem Satze XXXIIa, den 


Satz XXXIIb. In der Beziehung einer reellen Mj der Charakteristik {2 
zu threm Bildraume entspricht dem Konjugium des zugehdérigen zwetten 
Realitdisbereichs die involutorische Antikorrelation, die mit einem 
Paar von reziproken Hermiteschen Mannigfaltigkeiten verbunden ist. 
Diese gehoren ebenfalls zur Charakteristik {2} und sind also ,,geradlinig“, 
d.h. es gibt co‘ gerade Linien, die der einen von thnen als Orter von 
Punkten, der anderen als Orter von Ebenen angehdren. Diese Geraden 
sind die Bilder der cot im zweiten Realitdtsbereich reellen orientierten 
Flache, Alle diese Flache durchdringen die M, in Flachen 2. Ordnung 
mit reellen Punkten, aber ohne reelle gerade Linien, oder sie durchdringen 
sie in Kegeln. Den oo° reellen Blattern aber entsprechen solche Flachen- 
elemente (E,q), die in der Antikorrelation mit sich selbst gepaart sind, 
deren Punkte also der einen und deren Ebenen folglich der anderen 
Hermiteschen Mannigfaltigkeit angehoren. 


Hierin liegt schon, da8 die Punkte (Ebenen) der ersten (zweiten) 
Hermiteschen Mannigfaltigkeit Bilder solcher Geraden X(Y) sind, die 
wenigstens einen reellen Punkt haben. Die Geraden X, die sich mit den 
zu ihnen konjugiert-imaginaren Geraden Y iiberdecken, und also mit ihnen 
zusammen im gewohnlichen Sinne ,,reelle“ Geraden X = Y bilden, haben 
zu Bildern die Punkte einer dreidimensionalen Kette, und die Geraden Y haben 
zu Bildern die Ebenen der reziproken Kette. Die erste dieser Ketten liegt 
ganz auf der ersten, die zweite ganz auf der zweiten Hermiteschen Mannig- 
faltigkeit. Die zu beiden Ketten gehérige involutorische Antikollineation 
(in unseren Formeln das Konjugium) ist vertauschbar mit der Antikorre- 
lation des Hermiteschen Polarsystems, und beide erzeugen, zusammen- 
gesetzt, die involutorische Korrelation des absoluten Komplexes der Ab- 
bildung. co* Geraden aus diesem Komplex — die ein einziges Kontinuum 
bilden — liegen also auf den zwei Hermiteschen Mannigfaltigkeiten, und 
haben zu Bildern die reellen Punkte der M;. Diese co* Geraden, die 
unter co” Figuren derart willkiirlich angenommen werden kénnen, be- 
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stimmen fiir sich allein schon die ganze Abbildung; sie bestimmen den 
linearen Komplex, dem sie angehéren, ihre Schnittpunkte und Verbindungs- 
ebenen bilden die zwei reziproken Ketten; die zu zu diesen gehdrige 
Spiegelung gibt mit dem Nullsystem des Komplexes zusammengesetzt die 
Hermitesche Antikorrelation. Da diese, oder also die Figur der zwei 
Hermiteschen Mannigfaltigkeiten 2-co*® automorphe Kollineationen zulaBt, 
so sehen wir noch: 

Jede der beiden Transformationenscharen der Gruppe G,, H,, hat auch 
im zweiten der zur M; der Charakteristik {2} gehdrigen Realitdtsbereiche 
zwet reelle Ziige**). 

Betrachten wir wieder die Projektion unserer M;, so sehen wir, daf 
die absolute Flache im vorliegenden Falle nicht zu den reellen Figuren 
gehért. Sie ist ja reell-geradlinig. Ihre Geraden kénnen, auch im kom- 
plexen Gebiete, nicht Gleichungen der Form X = Y geniigen. Im iibrigen 
ist alles ahnlich wie zuvor, nur daB die Projektionen der Schnitte reeller 
Flache nicht reell-geradlinig sind, abgesehen von oo*, co* und co® Grenz- 
lagen: Alle diese Figuren liegen in dem Halbraum, der den zuvor betrach- 
teten erganzt. 

SchlieBlich werden auch noch einige Bemerkungen iiber die auf 
Hermiteschen Mannigfaltigkeiten gelegenen Geraden hier Platz finden diirfen. 


Die Hermiteschen Mannigfaltigkeiten der Charakteristik {2} sind 
unter allen nicht-singuldren Hermiteschen Mannigfaltigeiten eines quater- 
naren Gebietes dadurch ausgezeichnet, daB sie gerade Linien ganz ent- 
halten. Diese sind in cot Exemplaren vorhanden, und sie kénnen, unter 
Entsprechen der zugehérigen Kollineationsgruppen von je 15 wesentlichen 
Parametern, umkehrbar-eindeutig und iiberall-stetig den reellen Punkten 
einer Mi der Charakteristik {2 zugeordnet werden). Alle solchen Ge- 
raden, die durch denselben Punkt gehen oder in derselben Ebene liegen, 
bilden eine eindimensionale (Staudtsche) Kette. Diese Geraden sind 
die einzigen analytischen Kurven, die auf der Hermiteschen Punkt- 
(oder Ebenen-) Mannigfaltigkeit liegen. 

Eines besonderen Beweises bedarf wohl nur noch der letzte Satz. 


Angenommen, es liege auf einer Hermiteschen Punktmannigfaltigkeit 
No No + & 1 Ts 1 & Na Te + &3 Ms Ts = 9 (e, = £1; &, &, & +1,1,1) 


eine analytische Kurve, die ganz oder in einem gewissen Bereich ihrer 


1035 Auch im vorliegenden Falle lassen sich diese 4-00 reellen Beriihrungstrans- 
formationen explizite aufstellen. Vgl. Math. Ann. 60, S. 323, 324. 
0*) Also den reellen Punkten einer Mannigfaltigkeit des Typus 
a? +23 — 2} — 2? — 2} —2j = 0. 


- 16* 
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Punkte in Parameterdarstellung gegeben sei, 7 = (t). Diesem Ort von 
co*t Punkten entspricht dann in der Antikorrelation ein Ort von Ebenen 
y= w(t), deren Koordinaten analytische Funktionen des Parameters ¢ 
sind. Wenn nun nicht alle Ebenen y(t’) mit allen Punkten é(t) ver- 
einigt lagen, wenn also die angenommene Kurve keine Gerade wire, so er- 
hielte man einen Widerspruch: Da jedenfalls die Ebene y(t’)= y(f) mit 
dem Punkt (¢) vereinigt liegt, so miiBte neben der antianalytischen Ab- 
hingigkeit t’— ¢ auch noch eine analytische t’ = f(t) bestehen, also ¢ = f(t) 
sein, was unmdglich ist. Leicht zeigt man dann noch, daB auch die An- 
nahme ¢,-€,-¢,= —1 unméglich ist, so da8 nur Hermitesche Mannig- 
faltigkeiten der Charakteristik {2} iibrigbleiben. 


17. Reelle Figuren (Fortsetzung). 


Wir wenden uns jetzt zum Studium einer reellen M; der Charakterisik {1}, 
also einer solchen, die der Vorzeichenkombination {-+- — — — —} oder 
{—+-+ +--+} entspricht. Wir fiihren dazu in die Formeln der allge- 
meinen Theorie neue Veranderliche ein (andere als zuvor) 


227 = 2-2; wy = W, — Ws , 
Ea Z,—2%> we = W, — We ; 
(1) 22° = i(2,+ 2p), we = —i(w, + w,), 
2ay = — 2 — 2, ; wy — Wy — Ws; , 
2zf 2éz, , ws —tm, , 


so dab 

(w* x*] —[w2] 
wird, und fiir die neuen Punktkoordinaten, die wir schlieBlich wieder so 
bezeichnen wollen, wie die alten, die Gleichung 
(2) zi — x? — 2x3 — z3 — 23? =0 
besteht, wenn der Punkt z auf der zu untersuchenden M; liegt. Hierauf 
setzen wir das neue Koordinatensystem wieder als reell voraus. 

Die hiermit erklarte Mj; enthilt co* reelle Punkte, aber keine reellen 
Geraden. Von ihren oo?* Geraden sind co® nieder-imaginaér, und diese 
bestimmen, zu reellen Paaren zusammengefaBt, die co° reellen Beriihrungs- 
ebenen der M}, deren jede die Mj in dem einen reellen Punkt beriihrt, 
den beide miteinander gemein haben. Durch die Mj werden (wie itibrigens 
natiirlich auch im vorigen Falle) die reellen Punkte von R,, soweit sie 
nicht der M; selbst angehéren, auf zwei Kontinua verteilt; man kann 
in bekannter Weise von ,,inneren“ und ,,auBeren“ Punkten reden. Die 
inneren sind, wenn man reelle Koordinaten benutzt, die, fiir die 


(3) zi — 2] — zj —2zj—2z}>0 











qr 
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ist. Nur die reellen Flache, fiir die 
(4) we — wi — wi — w? — w? < 0 
ist, also die Polaren der duferen Punkte in bezug auf die M,, dringen in 
das innere Gebiet ein und haben co? reelle Punkte auf der M, selbst. 
Wir wollen zunachst den OrientierungsprozeB so ausfiihren, daB diese 
Flache und ihre Grenzfalle mit reellen ,,orientierten Flachen“ iiberlagert 
werden. Dann miissen wir festsetzen, da8 konjugiert-imaginaére Geraden 
auf M, zu verschiedenen Schichten unserer doppelten Uberdeckung des 
Geradenkomplexes von M; gehéren sollen; reell werden dann solche Blatter, 
die konjugiert-imaginare (und zwar ,,nieder-imagindre“, namlich einander 
schneidende ) Geraden 
X und Y’=X oder X’=Y und Y 

verbinden; und hiermit ist ein erster Realiidtsbereich auf unserer M; der 
Charakteristik {1} bestimmt. Dieser Bereich enthialt alle reellen Blatter 
und alle Vereine von solchen, darunter co‘ orientierte Flichen 2. Ordnung, 
die Schnittfiguren der reellen ortentierten Flache. Ferner gehéren zu diesem 
Realitatsbereich aber auch alle Paare von Figuren, die, nach Fortsetzung 
der Mannigfaltigkeit der oo® reellen Blatter ins komplexe Gebiet, als Paare 
konjugiert-komplexer Orter von imaginaren Blattern, besonders als Paare 
solcher Vereine erscheinen, darunter die Paare von konjugiert-imagindren 
Geraden X und Y. 

Unsere Substitutionen (1) liefern uns nun fiir die VerhaltnisgréBen, 
die zur Darstellung der Geraden X und Y dienen, die Wertsysteme 





Xu = {é = g = & $3}, Yo = ss {po Sor P; — Ps + 5); 
Xoo= —8{8 +8 — 85 — E53} Yon #{ 9) +01 — Pa — Pa}> 
Xos = 2{EE, — Es}, Yos — 2{G 9%, — P2Ps}s 
Xu = 25 {5 é, — &, 65}, yy = — 2{poPs — 1 Ps}> 
Xj. " 26{5,6, + & &}, Y 2 = 28 {Go 71-1 PoPs}> 
Xs {é g — e T g}, Vis (v6 XY: Y; a Ps m s}> 
Xi, 2t{E,E, — Eg}, Y= — 28{%%,— P1Ps}> 
Xeu=—i{— +e — 8}, Ys= t{o—9: +9) — 9s}, 
xy = 2{8, 6, + &,&5}, Ya, 2{PoPat PiPs}> 
Xs, 28{&, 6 4 &,54}; Y,, = — 2{¢%3-+ %iGFo}- 











Zwei solche Geraden erster und zweiter Schicht werden konjugiert-ima- 
ginar, d. h., sie erhalten konjugiert-imaginaire Koordinatenverhiltnisse, wenn 





(6) Po Pr: Pa Pe = by: by: be: 8, 
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ist. Wenn sie iiberdies einander schneiden, wenn also (yé) = 0 ist, so 
haben sie zu Bildern und m Punkte und Ebenen eben der Hermiteschen 
Mannigfaltigkeiten der Charakteristik {2}, die mit der involutorischen 
Antikorrelation (6) verbunden sind, die namlich ihre Inzidenzstellen ent- 
halten: 
(7) (E,€ +855) + (&,5 +66.) =0, 

(Po Pa + Pe Go) + (P1 Fs + Ps F,) = 9; 7) 


Allgemein schneiden sich zwei Geraden, deren Parameter der Bedingung 
(y~é) = 0 geniigen, in einem Punkte z, dessen Koordinatenverhiltnisse den 
folgenden Formeln zu entnehmen sind: 





Zo {55 Pa + §1.%s + 2% + Fs M1}; 
7, * {509s + EPs fo Py - EsQo}, 
(8) T= gs t {Ey Ms - EPs EQ, + Es Pos» 
z= {5092 — §.%s — §n%o + Es Pr}> 
a t {Eo Po + 5,91 — S49 bs Ps}- 











Unter der Voraussetzung (6) wird dieser Punkt reell. Ferner bestimmen 
zwei Gerade X, Y, die einander schneiden, eine Ebene mit den Verhiltnis- 
groBen 





UO; ° Uy, = — *{8,9, + E,Po — F493 — 5 Pa}; 
Uy — U,,,= — {5,9 — £19 — 9% EsPo}> 
Os = O14 = t {& Po — §1%1 — §4P%2 t § Ps}> 
Oy = — Uiy23 = {&, Po + &, Ps — Fa Po — EQ}, 
(9) Ui, = Doss = {55% EP, + €2 Ps — Es Qs}; 
0,3 = — Uy = t{E,, — 5, Pot fa%s EPs}; 
U,,> Ouw= — {& Ps + § Po + Fos + F%o }» 
U4; Vou. = {Eo9, + &,Po + 4934 EsPo}> 
Oy, = — Uys = {Eo Qs — §:Pat foP1 — § Po}> 
Us, Cus = {50s — §, 9, + §4Po — &s4 i} 











als Koordinaten, die, als Koordinaten einer Tangentialebene der Mannig- 


#6) Setzt man 


Ns — "3 


v2’ fa’ -— on 


Sve 


so wird 


§obe + §, E+ §,5,+ &&, = %o%o — 1191 T Ya%e — 13%s- 
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faltigkeit (2), auBer den fiinf Pliickerschen Gleichungen der quadratischen 
Gleichung 

(10) Us, + US + Us + Us — U2 — US — UL —UL— US —Ui—0 
Geniige leisten. Diese Ebene wird unter der Voraussetzung (6) ebenfalls 
reell. Ihre Koordinaten kénnen aus den Koordinaten X,;, auch durch den 
PolarenprozeB erhalten werden, so nimlich, daB man erst die Koordi- 
naten X,, polarisiert, dann an Stelle der neuen Veranderlichen », die ent- 
sprechenden Veranderlichen ¢, einfiihrt, und schlieBlich bei allen denen, 
die den Index 0 nicht enthalten, das Vorzeichen wechselt. Sie wird (auch 
im komplexen Gebiete) dadurch orientiert, in ein Blatt verwandelt, dab 
man neben die VerhiltnisgréBen (9) die folgenden voneinander abhangigen 
Wurzelwerte stellt, die im Falle einer reellen Ebene ebenfalls reell werden: 














l 05 VE 01 l o2 T l 03 “T l 04 
fr hs c io » § 
: Se Pa Si ¥3 SaPo s3fifs> 
’ \ r2 oy orp? ry? 72 
U;; Uo, 74 12 u 13 1 l 14 
. Sz . & £ —— ’ 
=. eee Si P2 SeP1 S3 Pos» 
. a 7) rye?) 77? =) 
{ll 3” 02 l ig | 23 a4 
‘ “fx s s _- 
tr SoPs Si Pa Saf E,Po}> 
Us, V Uos tC 13 Us; l 34 
= fz E E E 
150 Pa Si P3 Sa¥o S3Pifs> 
Tan } U0, Us, - Ux, Us, 
"Sr gE 5 
t\S0 Po Sif Se Pa S3P3s- 
Sind die GréBen U,,...U,, gegeben, so daB neben den Pliickerschen 


Gleichungen die Gleichung (10) erfiillt ist, so gibt es zwei Wertsysteme 
der GréBen U,,...U,,, fiir die die Gleichungen (9) und (11) miteinander 
und mit der Gleichung 


OU = Co Po + F171 + Sa Ps T Sa Ps 
vertriglich werden. Alle 15 GréBen U,, geniigen dann 15 Gleichungen 
der Pliickerschen Form 


0; U4 + U,V ar + Ui Gy, = 9- 
Man hat so im ganzen 16 Gleichungen, die linear sind fiir die 
16 Produkte &,g,, und also, in jedem der zwei Fille, die beiden Systeme 
von VerhiltnisgréBen 


o:é 


- ~ 
"hz +k 
Ss 


1*S2°S3> Po- Pi: Pa* Pa 


eindeutig bestimmen. Vgl.§ 15, Nr. 5, 6. 


wre 
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SchlieBlich kénnen wir auch noch die unter (1) eingefiihrten Flache w* 
orientieren. Wir erginzen zu diesem Zwecke die Formeln (1) durch die 
Definitionsgleichung 


(12) w, = —iw,, 
derzufolge, wenn wir schlieBlich auch hier wieder die einfacheren Zeichen 
w, an Stelle von w, gebrauchen, 


‘ 3 2 2 — an? — on? 1 wn? 
(13) Wy — W, — w, — Ww, — wv, +, =0 


wird. Diese orientierten Flache entsprechen dann umkehrbar-eindeutig 
geraden Linien des Bildraumes; die friiher (§ 14 Nr. 17) abgeleiteten 
Formeln nehmen jetzt die folgende Gestalt an: 





(14) =o: = 


; lw on ) aw oP ae w ) 
=e3 = t(W, + W,), 33 = —U,7tY,, “14> WW, — Ws; 


t( ww, W;)> =o — — U, tW,, —o3 = — Wy — W. 











oder, in aufgeléster Form 





_ A Oy . ae = 2 —— Je. 
(15) SWo= — og TH1q> SWe= tS gq —Hg3), SWy= tS —,—=3), 
, ) = > ay: ae ae; a? ak 
w,= “31> 33> (“os TF “19), SW; #(5,,+ 4s). 











Ist das orientierte Flach w reell, d.h. sind die Verhiltnisse der sechs 
GréBen w,...w, reell, so ist die Gerade = in der involutorischen Anti- 
korrelation (6) sich selbst zugeordnet. Sie gehért dann als Ort von Punkten 
und Ebenen den beiden durch die Gleichungen (7 ) definierten Hermiteschen 
Mannigfaltigkeiten an, die eben die Antikorrelation (6) bestimmen. All- 
gemein aber werden konjugiert-komplexe Figuren zu Bildern Figuren 
haben, die durch dieselbe Antikorrelation gepaart werden; fiir Flache w, # 
derart z. B. ist 


(16) £,,:5,,:5,,:5,,:5, 


, — _ — 
02 * “03 * “93 * —31* 12 > “01° “31° “os: 


an 0 


23° om 
Mit alledem ist der folgende Lehrsatz begriindet: 

XXXIIla. Auch in der Beziehung einer reellen M, der Charakteristik 
{1} zu threm Bildraume entspricht dem Konjugium des zugehdrigen ersten 
Realitdtsbereiches eine involutorische Antikorrelation, die mit einem Paar 
von reziproken Hermiteschen Mannigfaltigkeiten der Charakteristik {2} ver- 
bunden ist. 

Die 2-co® nieder-imagindren Geraden X und Y haben zu Bildern die 
Punkte und Ebenen dieser zwei Hermiteschen Mannigfaltigkeiten. Die co‘ 
tm ersten Realitdtsbereich reellen orientierten Flache haben zu Bildern die 
Geraden, die auf diesen Mannigfaltigkeiten liegen. Endlich haben die ~° 
reellen Blatter zu Bildern die Flachenelemente, deren Punkte und Ebenen 
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die beiden Hermiteschen Mannigfaltigkeiten erfiillen, und durch die zu- 
gehérige Antikorrelation gepaart sind. 

Hierin liegt ein vielleicht etwas iiberraschendes Resultat: Die co® 
im vorliegenden Falle reellen Blatter haben genau dieselben gegenseitigen 
Beziehungen (dieselbe ,,innere Geometrie“) wie die reellen Blatter, die 
zum zweiten Realitétsbereich einer M, der Charakteristik {2} gehdren. 
Um diese beiden Blattermannigfaltigkeiten aufeinander zu beziehen, braucht 
man nur die beiden Hermiteschen Mannigfaltigkeiten, unsere friihere 


£08, iat 5,5 + €&, ata 5, & == () 


und die jetzige 

No%e + Me %o + Ms Ms + 11%s = 9 
ineinander iiberzufiihren, was zum Beispiel bewirkt wird, wenn man 
(17) No = to, Mm=tl,, m=, Ns = § 


setzt. Nach XXXIIb und XXXIIIa werden damit die reellen Blatter 
der zwei Realititsbereiche eindeutig und natiirlich auch iiberall stetig ein- 
ander zugeordnet, und damit werden diese Realititsbereiche selbst eben- 
falls eindeutig und stetig aufeinander abgebildet, und zwar durch eine 
reelle Beriihrungstransformation. 


Die Gruppen Gi? , Hi? und GS?, Hi? von Beriihrungstransformationen, 
die zu zwei M; der Charakteristiken {2} und {1} gehdren, kénnen durch 
birationale Beritihrungstransformationen einander so zugeordnet werden, 
dap die im zweiten Bereich der ersten M; und die im ersten Bereich der 
zweiten M; reellen Transformationen einander entsprechen*"). Dabei 
gehen die reellen aber nicht reell-geradlinigen zweidimensionalen ebenen 
Schnitte (Schnitte mit orientierten Flachen) der ersten M;, samt thren 
singuldren Grenzlagen"™), tiber in die reellen und nicht reell- 
geradlinigen orientierten ebenen Schnitte der zweiten M). 


Ty. 4s} : ( . ‘i. 
Natiirlich umfassen dann auch die Scharen G{}’, Hj,’ je zwei Scharen 


von oo” reellen Transformationen, und die Uberfiihrung der reellen Trans- 
formationen beider Gruppen ineinander ist auf 4-00’ Arten méglich. 
Die Aufstellung von Formeln hierzu wollen wir in der Hauptsache dem 
Leser iiberlassen; doch seien wenigstens Formeln angefiihrt, die eine 
nach (16) zu bestimmende Zuordnung von Geraden X und X* der zu den 
Charakteristiken {2} und {1} gehérigen Mannigfaltigkeiten darstellen: 


106) Nach Lies Terminologie sind also diese beiden Gruppen zueinander reell- 
dhnlich. 

10°) Diese Grenzlagen sini’ wach der iiblichen Definition, reell-geradlinig, nach 
der hier in Betracht kommenden Pelfinition aber nicht. 
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Xo 2 aes {Xoo ts Xos © Xi. Xs}; 

Xe = #{X, + Xog — Xig — Kis}, 

Xe 2{Xo, + X,,}, 

Xe - 2 (Xa, re Xa}, 

(18 {1} Xi : 26 {Xo Kuh f2\ 

Xis ~ i Xoe fi Xos T xX. r Xis } 

= 2 X,,; 

Xe t {Xn Xos Xie r X,s}; 

= 9 ae 

pe 2 { Xo, y X34} . 

Ersetzt man hier ¢, X und X* durch — i, Y und Y*, so erhilt man 


die entsprechende Zuordnung der Geraden zweiter Schicht. Die Formeln (17) 
allein schon aber bestimmen die ganze Beriihrungstransformation. 


Es werden also (zum Beispiel) durch die Transformation (18) die 
auf einer reellen M; von der Charakteristik {2} gelegenen Geraden X 
so in die Geraden X* iibergefiihrt, die auf einer reellen M; von der 
Charakteristik {1} liegen, daB der Sekantenkongruenz irgendeiner Ge- 
raden Y der ersten M; die Sekantenkongruenz einer Geraden Y* der 
zweiten M; entspricht. Den Geraden Y werden dann die Geraden Y* 
durch eine zweite Transformation derart zugeordnet. 

Diese gepaarten Transformationen sind beide so beschaffen, dap sie 
nieder-imagindre Geraden X,Y auf der ersten M; und auch deren 
Grenzlagen, namlich einander iiberdeckende Geraden X, Y, in (natiirlich 
ausnahmslos) nieder-i magindre Geraden X*, Y* der zweiten M; iiber- 
fiihren. 


Hervorgehoben zu werden verdient noch eine an sich selbstverstand- 
liche Bemerkung: 

Die 4-co” analytischen Beriihrungstransformationen, die im hier 
betrachteten Falle die reellen Blatter der M; untereinander vertauschen, 
— also die reellen Transformationen der Gruppe G,\), H,;; — sind, soweit 
thre Objekte eben nur reelie Blatter sind, Beriihrungstransformationen 
auch im gewohnlichen Sinne des Wortes. Denn die singularen Blatter, 
die unendlich viele (co**') Beriihrungspunkte haben, sind ja hier sdmtlich 
imaginér. Hierauf beruht das besondere Interesse des vorliegenden Falles, 
der sich eben im Reellen besonders einfach. verhilt. Will man aber von 
hier aus den Ubergang zur Pliickerschen Liniengeometrie vollziehen 
was durch das Vorgehende vollstindig .geleistet ist — so wird die Ein- 
fiihrung imaginarer Figuren, die zum Teil ganz andere Eigenschaften haben, 
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unerlaBlich: Die Gruppen G{)’, H,; und [,,,H,, sind zueinander dhnlich, 
in dem Sinne, den §. Lie mit diesem Wort verbunden hat, die reellen 
Transformationen beider Gruppen aber sind es nicht. Die hier eingefiihrten 
neuen Begriffsbildungen lassen sich also nicht umgehen, wenn man nicht 
auf eine wesentliche Seite der Sache Verzicht leisten will. 

In der Projektton unserer Figuren auf das Flach x, = 0 erscheinen 
Figuren, die, soweit sie reell sind, ausschlieBlich dem Inneren der abso- 
luten Flache oder dessen Grenze angehéren. Dieses Innere, 


o ” 9 ®. 
% — 2, — 2% — 2% > 9, 


wird mit orientierten Punkten, Ortern reeller Blatter, doppelt iiberdeckt, 
wobei die Punkte der absoluten Flache selbst als Verzweigungsfiguren 
fungieren. In diesem (,,spharischen“ ) Kontinuum sind die reellen konformen 
Transformationen (die reellen Transformationen der Gruppe G,,) durchweg 
eindeutig und stetig. Als Projektionen der reellen orientierten ebenen 
Schnitte der M; erscheinen ,,orientierte Kugeln“, deren in der Regel vier 
dieselbe nicht orientierte Kugel (Kugel der ,,hyperbolischen“‘ Geometrie) 
iiberdecken. Nicht singulire ,,.Kugeln“ derart haben ihre Mittelpunkte 
innerhalb oder auBerhalb der absoluten Fiache (im zuginglichen oder im 
unzuganglichen Gebiet), oder sie sind ,,Grenzkugeln“, die die absolute 
Flache in einem einzigen Punkte beriihren. Ausnahmefille sind: 

(a) co*® Nullkugeln (orientierte Punkte ); 

(B) co® Platten; 

(a, 8) co* singulaére Grenzkugeln, solche nimlich, die Nullkugeln und 
Platten zugleich sind; 

(vy) die absolute Flache selbst, die als orientierte reelle Kugel hier 
zweimal erscheint. 


In dem, was nun folgt, wollen wir uns kiirzer fassen, und zwar 
deshalb, weil in den nunmehr zu betrachtenden Fallen die elementaren 
Figuren, mit denen allein wir uns beschiaftigt haben, einzeln genommen 
zumeist oder alle imaginar sind. 

Wir lassen jetzt die zu einer Geraden X(¥) auf M, konjugierte 
komplexe Gerade derselben Schicht angehéren, und erkliren dadurch den 
zu einer M, von der Charakteristik {1} gehérigen zweiten Realitdtsbereich. 
Das zu diesem gehérige Konjugium wird also dargestellt durch die Gleichungen 


(19) X=X, Y'=Y. 


Reell sind jetzt solche Transformationen der Gruppe (G,,, H,,), die mit 
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der Transformation (19) vertauschbar sind. Als Bild unseres nunmehrigen 
Konjugiums erscheint, nach Nr. (5), die involutorische Antikollineation 





, 


(20) > 


, , 


- 


wre 
‘Vr 


, » 

- 
2° 
, 





2° &, = &:— &:6,:—€,, 


Po: Pi > Pa: Ps = Ps: — a: Pr: — Pos 











die in Linienkoordinaten durch die Gleichungen 


_’ =’ 
(21) Sey: See: 


a —! 
~ 


—o3 * 23 ° 


, Pa ) 
ae 


ty 
t 
ty 


- & = ° 
3° "a ae * 


ty 
ty 
ty) 


23° o* “12 


dargestellt werden kann. Sie ist eine der im quaterniren Gebiet vorhan- 
denen co" involutorischen Antikollineationen zweiter Art, die keine Inzidenz- 
punkte und Inzidenzebenen, wohl aber je co* Inzidenzgeraden haben (deren 
Koordinaten man, in unserem Falle, dem Gleichungssystem (21) entnimmt). 


Die Flache, die nunmehr aus der M, 


reelle orientierte Flachen 2. Ord- 


nung ausschneiden, verlaufen ganz auBerhalb der M., abgesehen von denen, 
die sie in einem einzigen Punkte beriihren. Wir erhalten den Lehrsatz: 

XXXIIib. In der Beziehung einer reellen M; der Charakteristik {1} 
zu threm Bildraume entspricht dem Konjugium des zugehdrigen zweiten 
Realitdtsberetches eine involutorische Antikollineation ohne Inzidenzpunkte 
und Inzidenzebenen. Es gibt in diesem Falle weder reelle Geraden X 


oder Y, noch auch reelle Blatter, wohl 


aber reelle orientierte Flache. 


Diese haben zu Bildern die ~0* Inzidenzgeraden der Antikollineation. 


Die Koordinaten dieser Flache, die entweder gar keine reellen Punkte 


3 ° . ° 
von M, enthalten, oder nur einen einzigen, werden gefunden, wenn man 


an Stelle der Gleichung (12) diese andere treten laBt: 


(22) wy = w,. 


Es folgt dann 














(23) w2 — w? — w} — w3 — w? — wi = 0,7 
(24) Sq = —tu,+,, =o = W,— Wy, Hog = — Wy — Wy, 
Se= tw+w,, 2,,=—w,+tw,, 5,.= We — tls, 
) = = 9 "f _<(f o ) 
(25) = Sag + Hig, 2Wy = t(S oq — =s,), 2, = t( So, — = 95) 
™ re eee 9 a! ee 9 ‘ =4 = 
2w, = — So, — 5,, 20, =—(So,+ 5,2), 20, ( S03 + =a): 











Die zu einer M; der Charakteristik {1} gehdrige Gruppe (G,,, H,,) hat 
im zweiten Realitdtsbereich der M 2-co” reelle Transformationen™*). 


208) Diese sind durch sechszehn homogene Parameter mit bilinearer Zusammen- 


setzung reell-darstellbar. 





Vgl. Mathem. Zeitschrift 18 (1923), S. 81. 
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Ebenso viele Transformationen gibt es iibrigens auch in den beiden folgenden 
Fallen. 


Wir betrachten in Kiirze noch die Mj von der Charakteristik {0}. 
Ein ,,erster“ Realitatsbereich sei jetzt definiert durch die Gleichungen 


x’=X, Y=. 


XXXIVa. In der Beziehung einer reellen M, der Charakteristik {0} 
zu threm Bildraume entspricht dem Konjugium des zugehdérigen ersten 
Realitdtsbereichs wiederum eine involutorische Antikollineation zweiter Art. 


Der Satz XXXIVa verhalt sich zu dem Satz XXXIIIb gerade se, 
wie der Satz XXXIIIa zu dem Satz XXXIIb. 

Die Geraden X, Y und Blatter (X, Y) sind alle imaginar, nicht aber 
alle orientierten Flache. 


Einen zweiten Realitatsbereich erhalten wir durch die Zuordnung 
x’=Y, Y'mX. 

XXXIVb. In der Beziehung einer reellen M; der Charakteristik {0} 
zu threm Bildraume entspricht dem Konjugium des zugehorigen zweiten 
Realitdtsbereichs das Polarsystem einer Hermiteschen Form von der Cha- 
rakteristik {0}. 

In diesem Falle sind alle betrachteten Figuren, auch die Flache, 
einzeln genommen, imaginar. 

Es sind also in unserer Untersuchung alle im R, der projektiven 
Geometrie vorhandenen involutorischen Antikollineationen und Antikorre- 


lationen aufgetreten, mit Ausnahme der Hermiteschen Polarsysteme von 
der Charakteristik {1}*™). 


In der vorausgehenden Untersuchung ist die M,' nicht auf alle még- 
lichen Arten in einen Raum von drei Dimensionen projiziert worden. Wir 
haben daher auch noch nicht alle méglichen Arten des ,,Einbaus“ einer 
Geometrie reeller Kugeln in die verschiedenen Arten reeller Nicht-Eukli- 
discher Geometrie gefunden. Es wird deshalb nicht iiberfliissig sein, den 
ganzen zuletzt behandelten Stoff nochmals vorzufiihren (unter Hervorhebung 
nur des Wesentlichsten). Dabei wollen wir nunmehr auch den verschie- 


10°) Fiigen wir auch in diesem Falle noch die 06” mit der Hermiteschen Anti- 
korrelation vertauschbaren Transformationen der Gruppe 7,, hinzu, so erhalten wir 
alle méglichen Arten der ,,Zusam tzung‘ reeller Transformationsgruppen, die 
mit der Gruppe J; gleichzusammengesetzt sind. Es gibt ihrer also im ganzen finf. 
Die zu den vorigen hier hinzugekommenen Gruppen sind, als Gruppen reeller Trans- 
formationen, erst in Mannigfaltigkeiten M, lebensfahig. 
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denen Arten reeller Kugelgeometrie selbst ,,Charakteristiken“ [3], [2], 
[1], [0] zuordnen ***), 

XXXV. Es gibt vier Arten reeller ,,Kugelgeometrie“, gehérig zu Trans- 
formationsgruppen (G,,, H,,). Diese lassen sich wie folgt kennzeichnen: 

[3] Die M; gehért zur Charakteristik {2}. Auf ihr gibt es 2-c0* 
reelle Geraden X und Y, daher co® reelle Blatter, co‘ reelle orientierte 
Kugeln. Das Bild des Konjugiums (X'=X, Y'= Y) ist eine involutorische 
Antikollineation erster Art. 4-0o** reelle Transformationen in G,,, H,,. 

[2] Die My gehért entweder zur Charakteristik {2} oder zur Charak- 
teristik {1}. Es gibt auf ihr keine reellen Geraden X und ¥*"*), wohl aber 
oo” reelle Blatter und co‘ reelle orientierte Kugeln. Bild des Konjugiums 
(X’=Y, ¥Y’=X) ist eine involutorische Antikorrelation der Charak- 
teristik {2}. 2-co™ reelle Transformationen in G,,, H,,. 

[1] Die M; gehért entweder zur Charakteristik {1} oder zur Charak- 
teristik {0}. Es gibt weder reelle Geraden X, Y, noch reelle Blatter, wohl 
aber co‘ reelle orientierte Kugeln. Bild des Konjugiums (X’= X, Y'= Y) 
ist eine tnvolutorische Antikollineation zweiter Art. 2-co™ reelle Trans- 
formationen. 

[0] Die M, gehért zur Charakteristik {0}. Die Geraden X,Y, die 
Blatter und auch die ortentierten Kugeln sind imaginiar. Bild des Kon- 
jugiums (X'’= Y, Y'=X) ist eine involutorische Antikorrelation der 
Charakteristik {0}. 2-co™ reelle Transformationen. 

In die auf eine reelle Flaiche 2. Grades der Charakteristik {2}, {1} 
oder {0} zu griindenden Arten der Mafgeometrie lassen sich diese vier 
Arten reeller Kugelgeometrie so einordnen: 

(2) 23-2? +23—2}=0. 
(Cayleysche Geometrie.) 
[3] kommt zweimal vor (einmal auf jeder Seite der absoluten Flache), 
[2] kommt ebenso zweimal vor. (—). 
{1} #3—2?-—22-—22?=0. 
(Hyperbolische Geometrie.) 
[3] kommt einmal vor (auBerhalb der absoluten Flache). .(—). 
[2] kommt zweimal vor (auBerhalb wie innerhalb der absoluten Flache). (+-). 
[1] kommt einmal vor. (—). 
{0} af+af+at+23—0. 
(Elliptische Geometrie.) 
[1]. (+), und [0], (—), je einmal. 

410) Entsprechend den vier Arten reeller M, in einem R,. Vgl. die Anmerkungen 

Nr. 90, 91. : 


1) Auch im Falle der Charakteristik {2} nicht. Siehe S. 231. 
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Die dieser Aufzihlung beigefiigten Zeichen (+) und (—) beziehen 
sich auf das Verhalten der absoluten Fliche. (-+-) heiBt: Sie geht durch 
den Orientierungsproze8 in eine im Sinne der entwickelten Theorie reelle 
Figur (orientierte Kugel) iiber, (—) bedeutet, sie wird dadurch imaginir. 

Mit dieser etwas summarischen Aufzihlung muB ich mich hier begniigen. 
Behufs genauerer Schilderung wiirde es nétig sein, erst noch auf die Unter- 
arten der sphdrischen Geometrie (des komplexen Gebietes), die durch ver- 
schiedene Verfiigungen iiber den Begriff des Reellen entstehen, naher ein- 
zugehen. Dies behalte ich mir fiir eine besondere Darstellung vor, in der 
die bis jetzt nur unvollstandig bekannten — verschiedenen Arten reeller 
Nicht-Euklidischer Geometrie im Zusammenhang betrachtet werden sollen. 

Zwischen {2} und {1}, sowie zwischen {1} und {0} schalten sich 
Grenzfalle ein, in denen die absolute Fliche in einen irreduzibelen Kegel- 
schnitt (oder Kegel) iibergeht. Der zweite dieser Grenzfille ist der der 
Euklidischen Geometrie des reellen Gebietes. Zur Abrundung des Vor- 
getragenen fiige ich noch hinzu: 

XXXVI. Innerhalb der Euklidischen Geometrie des dreidimensionalen 
Raumes treten zwei der vier Arten reeller Kugelgeometrie auf, entsprechend 
den Charakteristiken [2] und [1]. In beiden Fallen haben die nicht- 
singuldren reellen Kugeln reelle Mitielpunkte, im ersten haben sie reelle, 
im zweiten rein-imagindre Radien. Die Orientierung einer solchen Kugel 
erfolgt durch Entscheidung tiber das Vorzeichen thres Radius. 

Im zweiten Falle gehen die 2-co™ reellen Transformationen der 
Gruppe (G,,, H,,) aus den reellen konformen Transformationen im R, 
(besser: ,,im Moébiusschen Kontinuum“ M,) durch das Chaslessche Ab- 
bildungsverfahren hervor, das jedem Punkt mit orthogonalen kartesischen 
Koordinaten x, £,, 4, %, eine (ortentierte) reelle Kugel mit dem Mittel- 
punkt (x,, x, %,) und dem Radius ix, zuordnet. 

Nur im zweiten Falle ist (nach einem Satze von Cartan) eine er- 
schépfende Darstellung der reellen Transformationen von (G,,, H,,) durch 
2-16 homogene reelle Parameter méglich **). 

Die Tatsachen, von denen im Satze XXXVI die Rede ist, sind iibrigens 
langst bekannt‘**). Man hat aber die dabei auftretenden zweierlei Begriffe 
des ,,Reellen“* nicht zum Vorschein gebracht, und das ist der Punkt, auf 
den es hier ankommt. Ubrigens soll, wie gelegentlich schon bemerkt, der 
hier nur sehr stiefvaterlich behandelte Euklidische Grenzfall noch besonders 
dargestellt werden. Natiirlich haben auch im Nicht-Euklidischen Falle die 





42) Siehe die Anmerkung ™*). 


118) Wegen des Chaslesschen Abbildungsverfahrens siehe J. Coolidge, A Treatise 
on the Circle and the Sphere (Oxford, 1916), Theorem 6, p. 414. 
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metrischen Tatsachen Interesse. Wer sich iiber diese zu unterrichten 
wiinscht, mu8 vorliufig auf den bei Coolidge dargestellten alteren Stand 
der Theorie verwiesen werden. Es wird eine weitere allerdings umfang- 
reiche Aufgabe sein, diesen Stoff mit dem hier Vorgetragenen zu einem 
einheitlichen Ganzen zu verschmelzen***). 


(Eingegangen am 10.7. 1921.) 


Nachtrage und Berichtigungen. 


Die Untersuchung, die nunmehr einen allerdings nur sehr relativen Abschlu8 
erreicht hat, ist, wie gesagt, schon im Jahre 1916 von der Redaktion der Mathe- 
matischen Annalen zum Druck angenommen worden. Sie hatte damals schon in allem 
Wesentlichen ihren heutigen Inhalt. Indessen habe ich aus AnlaB der Drucklegung 
eine Anzahl von Erlauterungen hinzugefiigt und den ganzen mit S. 245 unten beginnen- 
den Text, der verloren gegangen war, neu geschrieben. In der Numerierung meiner 
Lehrsiitze ist ein Versehen vorgekommen. Es fehit die Nummer XIV. Einige sach- 
liche Irrtiimer, die sich in den Beispielen zu meinem zweiten Abschnitt finden, hat 
Herr H. Mohrmann berichtigt [Math. Annalen 89 (1923), S. 315]. Einige weitere 
Berichtigungen und eine Erginzung mégen hier Platz finden: 

§ 10, S. 237, Zeile 10 v. o. lies: ,irreduzibelen und nicht aquianharmonischen“ 
statt ,irreduzibelen“. 

11, 8. 302, Zeile 10 v. u. lies: U?+ V?+ W® statt V+ V+W, 
$ 13, S. 85, 87 lies Schichten statt Blattern. 

$15. Bei Gelegenheit der Erérterung der orientierten Kugeln hiitte das Ana- 
logon der Begriffe Einzihliger Verein, Zweizihliger Verein orientierter Linienelemente 
wenigstens kurz erwihnt werden sollen. Es lassen sich unterscheiden: 

Vierzdhlige Vereine. Auf jedem solchen hingen vier iibereinander liegende 
Blatter analytisch zusammen. Bild eines solchen Vereins ist ein Verein, der bei der 
Gruppe y (§ 15, 8S. 115) in Ruhe bleibt. 

Drei Arten zweizdhliger Vereine. Immer nur zwei iibereinander liegende Blatter 
hangen analytisch zusammen. Je zwei solche Vereine iiberdecken einander, und 
beide bleiben in Ruhe (nur) bei einer aus zwei Transformationen bestehenden Unter 
gruppe von y, was auf drei Arten stattfinden kann. Solche zwei Vereine haben zwei 
verschiedene Bilcer. 

Einzdhlige Vereine. Keine zwei iibereinander liegenden Blatter hingen analy- 
tisch zusammen. Diese Vereine liegen zu vieren iibereinander, und jedem entspricht 
ein anderes Bild. 

Unter den orientierten Kugeln finden sich schon Beispiele fiir alle fiinf Arten 
von Vereinen. 


wm SR 


SS. 


™*) An das soeben genannte Werk schlieBen sich noch umfangreiche Abhand- 
lungen des japanischen Mathematikers T. Takasu (friiher Ota) an, die allerlei enthalten, 
das mit der Lieschen Kugelgeometrie nahe zusammenhangt, auch — nach einer An- 
deutung ihres Verfassers — in der Richtung auf die Liesche Kugelgeometrie hin 
fortgesetzt werden sollen. 
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Gibt man einen Verein durch Potenzreihen fiir nicht-orientierte Elemente (x, «) 
(wozu beinahe immer schon Potenzreihen fiir z oder u geniigen), so ist der so- 
genannte allgemeine Fall der erste, gibt man ihn durch Potenzreihen fiir Blatter 
(X, Y), oder was auf dasselbe hinauskommt, durch Potenzreihen fiir Elemente (£, ¢) , 
so ist der letzte der allgemeine Fall. So verhialt es sich auch bei den Kugeln, die 
eben schon von vornherein stark spezialisierte Flachen sind. 

Die allgemeine Theorie der Gruppe G,,, H,, hat es nur mit einzihligen Vereinen 
zu tun. Zweizihlig oder vierzahlig zu sein, ist fiir einen Verein eine nicht-invariante 
Eigenschaft, die erst Interesse gewinnt, wenn man die Kugelgeometrie in das Punkt- 
kontinuum R, einbaut. Beispiele lassen sich in groBer Zahl leicht angeben — so sind 
alle Kurven im Kugelraume als Vereine zweizahlig oder einzahlig. Aber alle Vereine 
der fiinf Arten erschépfend aufzuzihlen diirfte ein Problem von uniiberwindlicher 
Schwierigkeit sein. 

Auch das riumliche Analogon des Begriffs Dilatation hatte besprochen werden 
sollen. Hierauf denke ich bei anderer Gelegenheit zuriickzukommen. 





Seit dem Erscheinen meiner Kritik von Lies Kugelgeometrie, in der ich in Aus- 
sicht gestellt hatte, die Sache in Ordnung zu bringen, hat auch mein Bonner 
Kollege Herr H. Beck Aufsitze iiber Kugelgeometrie drucken lassen, in deren beiden 
letzten ich gegen mich gerichtete Angriffe gefunden habe [Sitzber. d. Bayr. Akademie 
d. Wissenschaften 1917, 8.51; Math. Zeitschr. 15 (1922), S. 159; Jahresber. d. D. M. V. 
82 (1923), 8.132]. Meines Erachtens hiitten diese Meinungsverschiedenheiten auf 
andere Art ausgetragen werden kénnen. Da sie nun aber einmal in die Offentlich- 
keit gekommen sind, so mu8 ich ja wohl erwidern. (Qui tacet consentire videtur.) 

Auffallen mu8 zunichst, daB B. die Gesamtanlage meiner Bearbeitung der 
Geometrie der Kugeln kritisiert hat, ohne von dieser mehr vcr Augen zu haben, 
als die Uberschriften der Paragraphen 13—17. Er hatte mich doch wenigstens sollen 
ausreden lassen. 

Beck ,,verbessert“ vor allem den Grundbegriff meiner Theorie, den Begriff der 
orientierten Tangente einer Fliche 2. Ordnung, der ,absoluten Flaiche*. Nach ihm ist 
das eine halb Nicht-Euklidische, halb Euklidische MiBgeburt. (Ohne Zweifel deshalb, 
weil ich in einem kleingedruckten Zusatz die absolute Fliche mit einer Euklidischen 
Kugel hatte zusammenfallen lassen!) Erst mit Hilfe einer von B. entdeckten Figur, 
des ,Minimalkreises“, gelingt es, ,die Schwierigkeiten restlos zu beseitigen“, ,die 
Dinge aus dem rein-Formalen ins Wesenhafte zu iibertragen“, und was wei ich, 
was nicht. Was ist nun dieses geometrische Wunder, der Minimalkreis? Nichts anderes 
als die orientierte Tangente! Es geht das aus Becks eigenen Angaben mit voller 
Sicherheit hervor. Was B. unter einem Kreis verstehen will, erklirt er allerdings 
nicht. Aber gerade daraus ergibt sich, daB er eine Kurve 2. Ordnung meint, die ent- 
weder mit der auch sonst schon Kreis genannten Figur zusammenfillt oder eine 
evidente Grenzlage von ihr ist. Dazu gehdren auch alle Geraden, jede doppelt ge- 
zahit, darunter die Tangenten der absoluten Flache. Man mag daher wohl sagen, daB 
jede dieser Tangenten von einem Kreis ,iiberlagert“ wird. B. jedoch behauptet, daZ 
sie von zwei zu unterscheidenden ,,Kreisen“ iiberlagert wird (1923, 8. 133, 134), In 
Wahrheit wird sie von zwei verschiedenen ,orientierten Tangenten“ iiberlagert, mit 
deren Begriff eben (im Kontinuum &,) der Begriff des filschlich so genannten Mini- 
malkreises trotz seiner Wesenhaftigkeit zusammenfallt. 

Ebenso illusorisch ist der weitere Fortschritt, den B. durch Vermeidung gewisser 


Wurzelgré8en erzielt haben will. Was er wirklich vermieden hat, ist die Frage, zu 
Mathematische Annalen. 91. 17 
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deren Beantwortung sie dienen. Man kann nicht aus den sechs Pliickerschen Koor- 
dinaten einer Tangente der absolaten Fliche die vier weiteren Koordinaten der 
orientierten Tangente — die iibrigens auch bei Beck vorkommen — rational ermitteln, 
und ebensowenig deren Parameter. B. behauptet das auch gar nicht. (Vgl. § 15, 
Nr. 5 und § 16, Nr. 11, wo eine gleichartige Frage in einer Dimension mehr auf 
abnliche Art beantwortet wird.) Solche Fragen zu umgehen ist weder ein Kunststiick 


noch wird dadurch eine sachliche Vertiefung bewirkt. 


Irreleitend ist auch schon die Art, wie B. die Notwendigkeit seines Konkurrenz- 


unternehmens einleuchtend zu machen sucht. 


(Beck, 1928, 8. 132): In einer 
friiheren Arbeit [1917] hat der Verfasser 


gezeigt, daB die beriihmte Liesche Trans- 


formation ... im N. E. Raum zwar all- 
gemein giltig gemacht werden kann, aber 
doppeldeutig ist. DaB sie umgekebrt im 
Eukl. Raum eindeutig ist, aber nicht all- 
gemein giiltig wird. Dieser Darstellung 
bedient sich auch Herr Study ... [?!] 
Seitdem hat sich dem Verfasser die Uber- 
zeugung aufgedriingt, die Singularititen 
der Eukl. Kugelgeometrie méchten nicht 
in der Sache begriindet sein, sondern auf 
unzweckmaBiger Begriffsbildung beruhen. 
Es gelang in der Tat, zu zeigen, daB der 
bisherige Standpunkt [Becks bisheriger 
Standpunkt!!] zu eng gewesen war, und 
alle Schwierigkeiten zu lésen ...“ (usw.) 


| metrische 


Man lese: 


(Study, 1916, 8.102): ,Es zeigt sich 
also, ... daB es wenig Sinn ... hat, das 
zur projektiven Geometrie oder etwa zur 
Elementargeometrie gehérige Material von 
Begriffen und Formeln in andere geo- 
Disziplinen zu iibernehmen.“ 
(S. 104): Die Wurzel des Ubels liegt 
in der Umgrenzung der Grundbegriffe.“ 
(S. 110): Ist nicht jene lange und lang- 
weilige Liste von Ausnahmen ... nur né- 
tig zufolge falscher Anlage des Ganzen?“ 
(S. 111): ,In der Tat lassen sich die zu- 
nachst nur in einem beschrainkten Gebiet 
{des Euklidischen Raumes] festgelegten 
Grundbegriffe so erweitern und umgren- 
zen, da8 man es mit Transformationen zu 
tun bekommt, die iberall wohldefiniert, 
eindeutig und stetig sind.“ 





Vgl. auch Math. Annalen 86 (1922), 8.41 und S. 52 oben, wo die mit wenn 
eingeleiteten Nebensitze zu beachten sind. | 

Es ist schwer, angesichts solcher Entstellungen Ruhe zu bewahren. 

Ich muB Beck gegeniiber auch betonen, daB es sich in der Kugelgeometrie 
(schon bei Lie) durchaus nicht nur um die sehr speziellen Flaichen handelt, nach 
denen sie benannt ist. Eine Erklarung und Analyse der wirklichen Grundbegriffe 
dieser Disziplin — die bei mir Blatt, Verein, Berithrung heiBen — findet sich ebenso- 
wenig bei Beck, wie (meines Wissens) in der sonstigen Literatur. 

Ich sehe den kiinftigen Entdeckungen Becks mit Interesse entgegen. Nur ein- 
gebildete Fortschritte und unbedachte Einwinde jedoch darf ich fernerhin wohl auf 
sich beruhen lassen. 

Die in der Anmerkung ™‘) genannten Arbeiten von T. Takasu werden von Beck 
zitiert, und dadurch bin ich mit ihnen bekannt geworden. Es wird zur Aufhellung 
eines wohl nicht ohne weiteres durchsichtigen Sachverhalts dienen, wenn ich auch 
noch die wichtigsten Begriffsbildungen dieses Autors (soweit sie bis jetzt vorliegen) 
mit den meinigen vergleiche. 

Nach den Definitionen von Takasu gehért die absolute Fliche {(xx) = 0, (wu) = 0} 
nicht zu den ,Kugeln“*. Im Rahmen der Theorie der Gruppe G,,, H,, ist aber die 
entgegengesetzte Festsetzung nétig, und zwar mu8 die absolute Fliche zweimal 
iiberdeckt sein, wenn die Transformationen der genannten Gruppe als singularititen- 
frei dastehen sollen. Abgesehen hiervon decken sich die Begriffe Split Sphere (zu 
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deutsch etwa ,,halbe Kugel“, nicht Halbkugel) und Oriented Sphere mit meinen Be- 
griffen Kugel) als Ort orientierter Punkte, Ort orientierter Ebenen (wie man sagen 
kénnte ,,halber Platten“). In gleichem Umfang deckt sich auch der Begriff Doubly 
Oriented Sphere zunichst mit dem Begriff Kugel als Ort orientierter Elemente, dann 
aber, wiewoh] es zuniichst anders scheinen kann, auch mit dem, was bei mir Kugel 
als Ort von Blattern oder orientierte Kugel hei®t. Eine gewéhnliche regulire Kugel 
wird hier wie dort viermal iiberdeckt, und zwar ohne Auftreten von Verzweigungs- 
stellen. Nun funktionieren aber die Punkte und Ebenen der absoluten Filache als 
Verzweigungsstellen sowohl fiir die beiden Schichten orientierter Punkte als auch 
fiir die beiden Schichten orientierter Ebenen. Daher erscheint die orientierte Fliche, 
wenn man die Definitionen Takasus unter sonstiger Erhaltung ihres Wortlauts auch 
auf sie ausdehnt, zunichst nur einmal als ,,doubly oriented sphere“. DaB es nicht 
vorteilhaft ist, Kugelradien schon in die grundlegenden Definitionen aufzunehmen, 
ergibt sich daraus, daB gar nicht alle ,Kugeln“ bestimmte Radien haben. 

Ernsthafte Schwierigkeiten kommen hinzu, wenn man nicht nur Kugeln, son- 
dern Vereine iiberhaupt betrachten will. Der Begriff der Kugel — auch der der orien- 
tierten (doubly oriented sphere) — ist eben nicht der natiirliche Grundbegriff der 
nach ihm benannten Disziplin. Er ist es so wenig, wie der Begriff der geraden 
Linie (statt der Begriffe Punkt, Ebene) der natiirliche Grundbegriff in der projek- 
tiven Geometrie der Kurven und Flachen ist. Die Geraden X, Y, deren Bilder 
eben die Punkte und Ebenen sind, werden sich in einer von Kiinsteleion freien Dar- 
stellung des Stoffs der Kugelgeometrie nicht leicht umgehen lassen, und ebensowenig 
ihre Unterscheidung. 

Eine Gerade X (oder Y) wiirde im Rahmen des Gedankengangs von Takasu 
als der eine Bestandteil (,,die Halfte“) eines reduzibelen halben Kreises (split cercle) 
zu bezeichnen sein. Diese ,,halben“ Kreise selbst sind im wesentlichen dasselbe wie 
ebene Schnitte unserer M}, also, wenn man etwa von der hyperbolischen Geometrie 
ausgeht, dasselbe wie die ,,Kreise der pseudosphirischen Geometrie, deren fast immer 


zwei dieselbe Projektion in den R,, namlich denselben ,,Kreis‘‘ der hyperbolischen 
Geometrie liefern. 


Bonn, im Dezember 1923. 


(Eingegangen am 28. 12. 1923.) 











Uber das isoperimetrische Defizit ebener Figuren. 





Von 


T. Bonnesen in Kopenhagen. 


Es sei O ein Oval, d. h. die Begrenzung eines konvexen, beschrinkten 
Bereichs in der Ebene, und p und f seien der Umfang und der Flachen- 
inhalt von O. Der klassischen Isoperimetrie zufolge ist dann 


(1) F—f20, 
wobei das Gleichheitszeichen nur fiir den Kreis gilt. 
Die GréBe 
.. 
ong! 


soll das isoperimetrische Defizit des Ovals benannt werden, weil D angibt, 
um wie viel kleiner f ist als der Flacheninhalt des isoperimetrischen Kreises. 
Bekanntlich ist das Defizit einer nicht konvexen Figur kleiner als das 
Defizit der konvexen Hiille. 

Es seien ferner C der kleinste Kreis, welcher O enthalt, c der gréBte 
Kreis, welcher in O enthalten ist, R und r die Halbmesser von C und c. 
C und ¢ sollen beziehungsweise als Umkreis und Innenkreis des Ovals 
bezeichnet werden. Dann gilt die schirfere Ungleichheit 


p* > 2 \2 
(2) a —feae— 80) . 


Auch hier gilt das Gleichheitszeichen nur fiir den Kreis, d. h. wenn & = r. 
Dieser Satz wurde in den Math. Annalen 84 (1921), 8S. 216—227 be- 

wiesen. Der Gedankengang des Beweises war der folgende. Durch Dila- 

tation um eine Strecke z geht aus O das duBere Paralleloval O(z) her- 

vor, dessen Umfang p(x) und Flacheninhalt f(x) mittels der Gleichungen 

(3) p(z)=2art+p, 

(4) f(z) =az*+2p+f 
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bestimmt sind, was fiir Polygone unmittelbar ersichtlich und somit fiir 
alle Ovale richtig ist. Die Funktion zweiten Grades f(z) ist fiir x = 0 
positiv, ergibt sich aber fiir z= — R und x = —r negativ. Die Differenz 
der beiden Nullstellen von f(z) ist somit gréBer als R —r, was eben die 
Ungleichheit (2) liefert. Die Wahl der beiden Negativwerte «= — R, 
x= —r war insofern zufallig, als sie dadurch angeregt wurde, daB die 
Richtigkeit von f(— R) <0 und f(—r) <0 in die Augen fallt, wenn O 
ein Polygon ist, welches im gewdhnlichen Sinne C einbeschrieben oder c 
umschrieben ist. 

Im folgenden soll ein zweiter, in gewisser Hinsicht einfacherer Beweis 
gegeben werden. Diesem Beweise liegt eine Betrachtungsweise zugrunde, 
welche zuerst von C. Crone’), spaiter von G. Frobenius*) angewendet wor- 
den ist. Es wird gezeigt, daB f(a) negativ ist fiir eine Reihe von x-Werten, 
deren Minimum und Maximum eben — R und —r sind. Diese Werte 
treten also hier als natiirliche geometrische Grenzen hervor. Die Bedeu- 
tung der beiden Beweise ist darin zu sehen, daS die isoperimetrische 
Eigenschaft des Kreises — unter allen isoperimetrischen Figuren den gréBten 
Flacheninhalt zu besitzen — ohne besondere Konvergenzprozesse und ohne 
den Beweis der Existenz eines Maximalovals bewiesen wird. 

Es entsteht jetzt die Frage, ob die Ungleichheit (2) die bestmégliche 


sei. Oder gibt es eine Konstante k > _ von der Beschafienheit, daB die 
Ungleichheit r —f>k(R—r)’ fiir alle Ovale richtig ist? Es soll ge- 


zeigt werden, daB (2) in zwei Richtungen verschirft werden kann. Erstens 
sind R und r — trotz des zweiten Beweises — nicht die besten Werte, 
die in (2) angewendet werden kénnen. Jedes Oval kann in einen gewissen 
von zwei konzentrischen Kreisen (’ und c’ begrenzten Kreisring ein- 
beschrieben werden. Das Oval verlaiuft im Inneren des Ringes, hat doch 
mit jedem der Kreise zum mindesten zwei Punkte gemein und zwar so, 
daB es auf C’ ein Punktpaar gibt, welches auf dem Oval durch ein auf c’ 
liegendes Punktpaar getrennt wird. Mit den Halbmessern R’ und r’ 
dieser Kreise statt R und r gilt immer (2), und im allgemeinen ist 
R’>R, r’<r. 

Zweitens ist ; nicht die beste Konstante, diese ist vielmehr k = 1, 


und es gilt also fiir alle Ovale die Ungleichheit 


8 , 4,2 
(5) P-—f2(R’—r')’. 


*) Om Prismatoidens Rumfang, Nyt Tidsskrift for Matematik B 1904, 8. 73—75. 
*) Uber den gemischten Flaicheninhalt zweier Ovale, Berlin. Sitzungsber. 1915, 
8. 8387 —404. 
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Das Verhiltnis (F — f) : (R’ —r’)* kann jeden Wert gréBer als 1 annehmen, 





kann aber gegen 1 konvergieren, wenn r’—> R’. 
In einem Zusatz wird eine geometrische Reprasentation des Defizits 
und somit ein dritter, anschaulicher Beweis der Ungleichheit gegeben. 







I. Beweis der Ungleichheit: D > 7 (R 9)". 
1. Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt 
(6) D(x) vs) _ f(z) =F f=D. 


Wenn der Umkreis und der Innenkreis von O mit O dilatiert werden, 
gehen sie in den Umkreis und Innenkreis von O(2z) iiber mit den Halb- 
messern R(x)= R-+-2, r(x) =—r-+ 2; somit ist R(x)—r(z)=R-—r. 

Wir konstruieren jetzt ein neues Oval O’(m), welches mit O(z) 
ahnlich gelegen ist in bezug auf den Mittelpunkt M eines beliebigen 


, . : . oe . 0 7 
Kreises I’ vom Halbmesser 9 im Verhiltnis m= - —. Wenn x von 


0 bis co, m von 1 bis 0 variiert, durchlauft O’(m) eine Schar von Ovalen 
mit O und I als Grenzkurven. Diese Schar ist mit der aus O und I" 
im Sinne von Brunn-Minkowski gebildeten linearen Schar identisch. Weil 


D'(m) =m? D(x) =m? D und R'(m) — r’(m) = m(R —1), ist 
~ D’(m) D 
(7) ; —;=- 3 

(R (m)— rr (m))~ (R-—r) 


Wenn m von 0 bis 1 wichst, wird D’(m) von 0 bis D wachsen. 

Speziell kann man J'=c wahlen, dann ist r(m)=r und r< R’(m)< R. 
Fir "=C ist R’'(m)=R, und r<r'(m)<R. Vorausgreifend, dab 
das Defizit positiv ist, kann man hieraus folgern: Aus einem beliebigen 
Ovale kann man ein neues Oval mit kleinerem Defizit konstruieren, dessen 
Um- und Innenkreis Halbmesser haben von beliebiger Grofe zwischen 
R und r. Dieses Resultat soll spiter angewendet werden. 

Man sieht leicht, daB die Stiitzpunkte dreier gleichsinnig paralleler 
Stiitzgeraden von O, I’ und O’(m) auf einer Geraden liegen und daB der 
letzte den Abstand der ersten im Verhiltnis z:o teilt. 

Fiir z = 9, m= } erhilt man das Mitteloval O’(}) mit dem Flachen- 
inhalt 


oe ; 
(8) S = 7(20°+ op+f). 


2. Es sei dem Oval O («,«,f ya, auf Fig. 1) ein Dreieck ABC von 
Stiitzgeraden umschrieben. Den Flacheninhalt f berechnen wir mit Crone 
und Frobenius als Differenz von A ABC und drei Sektoren, die wie Afy 
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von zwei Strecken Af, Ay und dem Bogen fy von O, dessen Konvexitat 
sich gegen A wendet, begrenzt sind. 

Auf O wird ein Umlaufssinn gewahlt, und die von einem Punkt P 
auf O ausgehende Halbstiitzgerade mit dem entsprechenden Sinn schneidet 
dann den Perimeter von ABC in 
einem Punkt Q. Setzt man PQ =1t, 
Z.(PQ, AB) =», so ist ¢ fiir den Bo- 
gen By eine bestimmte Funktion t(v) 
von v. DaB diese Funktion den Bo- 
gen fy eindeutig bestimmt, sieht man 
gleich in dem Falle, wo fy ein 
Streckenzug ist (¢(v) ist dann diskon- 
tinuierlich), und hieraus folgt die Ein- 
deutigheit im allgemeinen. Der Flachen- 
inhalt des Sektors ist durch 1 ft do 
ausgedriickt. 





Wir konstruieren das Mitteloval a Fig. 1. 
O'(2) von O und dem Innenkreis 
des Dreiecks ABC. O’ ist auch in A ABC einbeschrieben. Wenn PQ =1, 
P,Q, =1t,, P’Q’=t' drei parallele und gleichsinnige Stiitzgeraden von 
O, T und O’(}) sind, ist t’ =3(t+#,), und 
(9) ABy=5Zft'dv, Apr, =Zftido, Ap’ =5S(ES") do, 
—t\? 
3 (ABy + AB,7,) — 48'r' = 3) (5%) dvd. 

Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir alle drei Sektoren A, B und C, 
wenn O ein Kreis ist, denn nur dann ist ¢ =, fiir alle Sektoren. Aus 
(9) und den entsprechenden Ungleichheiten fiir die Sektoren B und C 
folgt, daB der Flacheninhalt des Mittelovals gréBer ist als die Mittelzahl 
der Flacheninhalte von O und I, dh. 


1 @ a 
j(ze°+ep+f)=5(xe*+f), 
no*—ep+fso. 
Diese Ungleichheit ist also richtig mit dem Halbmesser g des Innenkreises 
eines beliebigen Dreiecks, welches O umschrieben ist. Sie gilt also auch 
mit dem gré8ten und dem kleinsten dieser Halbmesser, wenn ein Maximum 
und ein Minimum iiberhaupt vorhanden ist. Das braucht aber nicht der 
Fall zu sein, weil die umschriebenen Dreiecke keine abgeschlossene Menge 
bilden. Es wird deshalb notwendig, auch die Grenzformen dieser Dreiecke 


in Betracht zu ziehen, d.h. die um O umschriebenen Parallelstreifen. 
Auch mit diesen bleibt (10) richtig. 


(10) 
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Wir zeichnen zwei parallele Stiitzgeraden von O und einen Kreis I’, 
welcher diese beriihrt, und konstruieren dann das Mitteloval von O und I, 
welches auch die beiden Stiitzgeraden 




















- beriihrt. Alle drei Kurven werden mit 
( ve Rechtecken umschrieben mit zwei Sei- 

ten auf den Parallelen. Die Flachen- 

i a inhalte der Ovale werden wie oben be- 

rechnet. Und weil das Rechteck des 

Fig. 2. Mittelovals die Mittelzahl der beiden 


andern ist, tritt (10) wieder hervor. 

Es ist klar, daB der Umkreis C und der Innenkreis ¢ von O sich 

unter den betrachteten Kreisen I” finden, und es ist eben C der gréBte, 

e der kleinste dieser Kreise. Ware z. B. der Innenkreis I’ eines Drei- 

ecks ABC gréBer als C, so kénnte man C so verschieben, da er und also 

auch O innerhalb I fiele, wobei das verschobene Dreieck ABC innerhalb 
AABC fiele! 


Fir o=R und o=r ist also (10) richtig, woraus folgt, daB die 
Differenz der Nullstellen von 20° —op-+/f gréBer ist als die Differenz 
R—r, oder daB8 


9 p* : a et 2 
(2) - fa z(k "2 


Der ganzen Entwicklung zufolge gilt das Gleichheitszeichen hier nur fiir 
den Kreis, also fir R =r. 


Bemerkung iiber den gemischten Flacheninhalt zweier Ovale. 


Es seien f und f, die Flicheninhalte zweier Ovale O und O,, m der gemischte 
Flacheninhalt von O und 0,. Minkowski hat bewiesen, daB m*>ff,, wobei das 
Gleichheitszeichen nur gilt, wenn O und O, ahnlich und dhnlich gelegen sind. Die 
klassische isoperimetrische Ungleichheit (1) tritt dann als Spezialfall hervor, wenn 
das eine Oval ein Kreis ist. Frobenius hat in der zitierten Arbeit die Minkowskische 
Ungleichheit in einfacher Weise bewiesen. Man kann die Ungleichheit verscharfen 
in derselben Weise, wie (1) durch (2) verschirft wurde. K6énnen die Ovale verschoben 
werden in der Weise, da8 sie mit einem gemeinsamen Dreieck umschrieben sind, 80 er- 
halt man wie friiher fiir den Flacheninhalt s des Mittelovals, daB s>4(f+/,) und 
somit m= i(f+/,). Im allgemeinen kann man O und O, mit zwei Dreiecken A BC 
und A, B,C, mit gleichsinnig parallelen Seiten umschreiben. Wenn dann O, mit 
AB: A,B, multipliziert wird, kann man dieses Resultat anwenden, und erhalt dann 
eine (10) entsprechende Ungleichheit, welche zur Verschirfung fihrt. Diese hat aber 
fiir unsere Frage keine weitere Bedeutung, und wir beschranken uns deshalb auf die 
obige ganz elementare Betrachtung, um so mehr, weil das allgemeine Resultat schon 
von W. Blaschke veréffentlicht ist *). 





*) Abh. aus dem Math. Sem. Hamburg 1 (1922), S. 205—209. 
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Il. Der Kreisring eines Ovals. 


3. Jedes Oval O kann in einen von zwei konzentrischen Kreisen C 
und ¢ begrenzten Kreisring in der Weise einbeschrieben werden, daf 
es zwischen den Kreisen liegt, jedoch mit jedem Kreis zumindest zwei 
Punkte gemein hat und zwar so, daB es auf C ein Punktpaar gibt, welches 
auf O von einem Punktpaar auf c getrennt ist. Fiir ein vorgelegtes Oval 
ist der Kreisring eindeutig bestimmt. 

Die Bedeutung des Satzes fiir das Folgende ist darin zu sehen, daB 
jeder mit C und c konzentrische Kreis I’ zwischen C und c das Oval zu- 
mindest in vier Punkte schneidet. Wir bemerken, daB O stiickweise mit 
C oder c zusammenfallen kann und daB diese Kreise speziell Umkreis 
oder Innenkreis von O sein kénnen. 

Die Existenz des Ringes soll erst fiir den Fall eines Polygons O be- 
wiesen werden. In diesem Fall ist der Ort (M) der Mittelpunkte M der 
inneren Kreise, welche O zweifach beriihren, aus Strecken zusammen- 
gesetzt. Die Strecken liegen auf den Achsen der Polygonwinkel und auf 
den Achsen gewisser Winkel zwischen zwei nicht aneinander liegenden 
Seiten. Die Endpunkte von (M) sind die Winkelspitzen des Polygons, 
und die Strecken stoBen aneinander 
in Knotenpunkten, die Mittelpunkte 
von drei- oder mehrfach beriihrenden 
Kreisen sind. (Fig. 3.) 

(M) ist eine zusammenhangende 
Linie, welche von jeder Spitze von 
O nach jeder anderen fiihrt. Ein 
Streckenzug L, welcher zwei Punkte 
Pund Q auf zwei verschiedene Sei- 





ten p und q verbindet, mu8 nam- — 
lich (M) schneiden. Um jeden Punkt 
S auf L gibt es einen O beriihren- Fig. 3. 


den inneren Kreis. In der Nahe 

von P gibt es Kreise, die nur p beriihren und entsprechend fiir @. Wenn 
S sich auf L von P bis Q bewegt, wird der Kreis sich kontinuierlich andern 
und mu8 deshalb einen doppeltberiihrenden Kreis passieren; d. h. ZL schnei- 
det (M). 

Wir betrachten jetzt einen Kreis, der O nur in zwei Punkten beriihrt, 
dessen Mittelpunkt M also ein innerer Punkt von einer Strecke von (M) 
ist. Der Perimeter O wird von den Beriihrungspunkten in zwei Teile 
a und b geteilt. Der Maximalabstand (a) zwischen M und a wird auf 
der Verbindungslinie von M und einer oder mehreren der Spitzen von a 
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gemessen. Entsprechend fiir 6. M soll so bestimmt werden, daB (a) = (b). 
Wenn M eine Strecke durchlauft, werden die Beriihrungspunkte sich kon- 
tinuierlich bewegen, und a und 6 erhalten dabei keine neuen Spitzen. 
(a) und (b) und somit (b) — (a) variieren auch kontinuierlich. Die Spitze 
aber, an welcher der Maximalabstand (a) gemessen wird, kann wahrend der 
Bewegung einen Sprung nach einer anderen Spitze machen. Wenn M die 
Bewegung in der Nahe einer Spitze beginnt, kann z. B. (a) beliebig klein 
sein, und (6) — (a) wird also positiv sein. M bewegt sich auf einer Achse 
einem Knotenpunkte entgegen. Wenn die gewiinschte Lage noch nicht hier 
erreicht ist, entsteht die Frage, welcher Weg von dem Knotenpunkte aus 
gewahlt werden soll. Der Kreis um den Knotenpunkt hat n> 2 Be- 
rihrungspunkte mit O, und das Innere von O wird von den entsprechen- 
den Halbmessern in n Teile geteilt. Die Bewegung soll in denjenigen von 
diesen Teilen fortgesetzt werden, welcher den spitest gemessenen Maximal- 
abstand (b) enthalt. O wird von den diesem Teil entsprechenden zwei Be- 
rihrungspunkten in zwei neue Teile a’ und b’ geteilt und zwar so, da a’ den 
friiheren Teil a enthalt. Es kann sein, daB der Maximalabstand (b) 
des Knotenpunkts nach zwei Spitzen von b gemessen werden kann und 
da8 einer von diesen jetzt in a’ aufgenommen wird. Dann ist (a’)=— (b’), 
und das Ziel erreicht. Wenn nicht, ist immer (b’) > (a’) und eventuell 
(b') —(a’) <(b)—(a). Die Bewegung von M kann immer nach dem- 
selben Prinzip fortgesetzt werden, bis M zu guter letzt in irgendeiner Polygon- 
spitze endet, und dann ist (b) — (a) negativ geworden. Die Variation von 
(6) —(a@) war innerhalb der Strecken von (M) kontinuierlich. In einem 
Knotenpunkte konnte die Differenz einen Sprung machen, wurde dabei 
aber nicht negativ. Sie mu8 also unterwegs notwendigerweise 0 passiert 
haben. Es gibt somit einen Punkt M, der Mittelpunkt eines doppelt- 
beriihrenden Kreises ist, und auBerdem Mittelpunkt eines Kreises, welcher 
durch zwei Polygonspitzen geht, und diese Spitzen werden auf O von den 
Beriihrungspunkten getrennt. 

Fiir ein Dreieck PQ R kann man den Kreisring leicht konstruieren. 
Wenn PQ>PREQR, wird auf PR die Strecke PS = PQ abgetragen. 
C geht dann durch P, Q und S, und der konzentrische Kreis ¢ beriihrt 
PQ und PR. 

Wenn das Oval O kein Polygon ist, kann es als Grenze einer be- 
stimmten Folge von Polygonen betrachtet werden. Fiir jedes Polygon 
wird der entsprechende Kreisring bestimmt, und diese Folge von Ringen 
konvergiert gegen einen Ring, welcher die gewiinschte Lage in Beziehung 
zu O hat. Es kann nicht geschehen, daB die zwei Beriihrungspunkte von 
O und ¢ in der Grenze zusammenfallen. Denn dann fallt auch einer 
von den Beriihrungspunkten von C in denselben Punkt und C und c¢ 
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haben dann denselben Halbmesser, was nur der Fall ist, wenn O ein 
Kreis ist. 


4. Es soll jetzt gezeigt werden, da8 der Kreisring fiir ein vorgelegtes 
Oval eindeutig bestimmt ist. Denken wir uns, daB es zwei solche Ringe 
(C,c) und (C’,c’) gabe. 

C und C’ haben dann ein Gebiet gemein, das O enthilt, und weil 
sie beide O beriihren, miissen sie einander in zwei Punkten P und Q 
schneiden. Die zwei Bégen von C und Cc’, 
welche das Gebiet begrenzen, seien B und 
B’ benannt. 

‘ce und c’ haben zwei gemeinsame, 
auBere Tangenten, weil der eine Kreis nicht 
innerhalb des anderen liegen kann. Zwei 
Bégen 6 und b’ von ¢ und ec’ bilden mit 
den Tangenten eine konvexe Figur, die in O 
enthalten ist, und auf diesen Bégen liegen 
die Beriihrungspunkte mit O. 

Wenn ein Punktpaar von 6b von 
einem Punktpaar von B auf O getrennt 
ist, miissen die Halbgeraden MP und MQ den Bogen 6 schneiden. 
Die Winkel M(B) und M(b) miissen namlich einen gemeinsamen Winkel 
haben, und das geschieht nur, wenn MP und MQ in M(b) liegen, weil 
die Halbgeraden von M nach den Mittelpunkten von B und 6 entgegen- 
gesetzt sind. 

Fiir’ B’ und b’ soll das Entsprechende gelten. Wenn aber P und Q 
in M(b) liegen, kénnen M’P und M’Q sicher nicht b’ schneiden, denn 
die Schenkel der beiden Winkel M(B) und M(b) sind parallel. 

5. Es seien R und r die Halbmesser von C und c. Wird O um 
die Strecke R — r dilatiert, dann wird die dadurch entstehende Parallelkurve 
den Kreis C in den Punkten beriihren, welche den Beriihrungspunkten 
von O und ¢ entsprechen. Der Satz 3 kann deshalb auch so ausgesprochen 
werden: 

Fiir jedes Oval O kann eine dufere Parallelkurve O' eindeutig so be- 
stimmt werden, dap es einen Kreis gibt, welcher zwischen O und O' verlauft 
und beide in Punktpaaren beriihrt, die einander auf dem Kretse trennen. 





Fig. 4. 


Ill. Symmetrisierung. 


6. Bei der folgenden Untersuchung betrachten wir die Menge aller 
Ovale, welche in einem gegebenen Kreisring (C,c) mit dem Halbmesser 
R,r einbeschrieben sind im Sinne des Satzes 3. Wir beabsichtigen das- 
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jenige dieser Ovale zu bestimmen, dessen Defizit D = r — f médglichst klein 


ist. Weil D> ; (R —r)* ist(12), hat D eine positive untere Grenze G, und 


es gibt innerhalb der Menge eine Folge von Ovalen, deren Defizit gegen G 
konvergiert; aus dieser Folge kann bekanntlich eine Teilfolge ausgewahlt 
werden, die gegen ein Oval von Defizit D=@ konvergiert. Das mini- 
mierende Oval existiert. 


Es soll gezeigt werden, da das minimierende Oval 2 zwei aufeinander 
senkrechte Symmetrieachsen haben mu8. Es sei O eine nicht doppelsym- 
metrische Kurve unserer Menge, dann ist es méglich, eine neue, doppel- 
symmetrische Kurve 0’ zu konstruieren mit demselben Flacheninhalt und 
mit kleinerem oder héchstens demselben Umfang wie O, so daB also D’ < D. 

Ein beliebiger Kreis I" zwischen C und c schneidet O zumindest 
in vier Punkten, und innerhalb O werden somit auf J’ zumindest zwei 
Bégen abgeschnitten, deren Gesamtlinge s sei (Fig. 5). Ein fester Halb- 
messer AB von C schneide I in « und f. Auf I wird zu beiden Seiten 
von « und f ein Bogen von der Lange } s abgetragen. Wenn I‘ variiert, wird 
von den vier Endpunkten dieser Bégen eine im Ring einbeschriebene, 
doppelsymmetrische Kurve O, erzeugt. O, hat denselben Flacheninhalt 
wie O. Denn die Flachen, welche zwischen zwei 
Nachbarkreisen I” und I” mit dem Halbmesser 0 
und 9-+ do liegen, haben denselben Reprisen- 
tanten (Differential) sdo.. 


Wir untersuchen jetzt den Umfang von O,. 
Es seien A,A,, A,A,,-.. die auf I inner- 
halb O abgeschnittenen Bégen. Ein solcher 
Bogen wird, wenn o wichst, entweder schlieBb- 
lich ein Punkt werden oder einmal in getrennte 
Bégen geteilt werden oder auch auf C fallen. 
Fiir jeden Bogen auf I wird der Radius 
an den (oder einen von den) nachsten Teilpunkt gezogen, und A, A,, 
A,A,,... werden dann in zwei Bégen s, und s,, 8, und &,,... ge- 
teilt, und diese sind bestimmte Funktionen von oe, bis die Teilung statt- 
findet. Bezeichnen wir die Schnittpunkte von O und dem Nachbarkreise 
I’ von I mit A.A, A.A, ..-, dann liegen auf O Bogenelemente A, A; mit den 


Reprisentanten Vdo* + o*dv?, wo s; = ov, gesetzt ist. Die Summe dieser 





2n _ 
Reprisentanten ist S’Vdo* + o0°dv?, won>2. Auf O, liegen zwischen 
1 





I und /” vier Bégen mit dem Reprisentanten Vdo? +07( 53 dv,). Nun 
ist bekanntlich 
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— FSS ee 
S Vdo? + o*dv} > V(2ndo)’+0°(Sdv,)* 
1 


und also auch (und um so viel mehr, wenn n > 2) 








an 
(11) 3’ Vd? + e*dv? > V(4do)* + 0° (Sdv,)* =4Vdo*+0*(Sidv,)*. 
1 


Das Gleichheitszeichen trifft nur zu, wenn n= 2 und auBerdem alle dv, 
fiir jedes g gleich sind. O braucht dann nicht symmetrisch zu sein. Die 
vier Bégen aber, welche zwischen C und ¢ verlaufen, miissen symmetrisch 
sein, und O kann auBerdem zwei Bogen von C und zwei von c enthalten. 
Die Symmetrisierung bewirkt in diesem Fall einfach eine Drehung der 
einen Halfte der Figur. Das einfachste Beispiel ist das von C und zwei 
Tangenten von c begrenzte Oval, welches eine Symmetrieachse besitzt. 
Durch Doppelsymmetrisierung werden die Tangenten parallel. 

Das Defizit der doppelsymmetrischen Kurve QO, ist also jedenfalls 
nicht gréBer als das Defizit von O. Wenn O, nicht konvex sein sollte, 
kann man die konvexe Hiille 0’ von O, bilden, wobei das Defizit ver- 
kleinert wird. 

O’ ist in dem gegebenen Ring einbeschrieben, und C und c sind gerade 
Umkreis und Innenkreis von 0’. Das erste ist klar, das letzte sieht man 
so ein. O und c haben zwei Punkte gemein, deren Tangenten entweder 
parallel sind oder sich auBerhalb C schneiden, weil die Punkte von einem 
Punktpaar auf C getrennt sind. Diese Tangenten begrenzen mit C ein Oval, 
welches O enthalt. Durch Symmetrisierung wird dieses Oval in das aus 
C und den parallelen Tangenten von c in den Endpunkten der einen 
Symmetrieachse bestehende Oval iibergefiihrt. Und O’ muB folglich in diesem 
Ovale enthalten sein. ¢ ist somit der gréBte in O’ enthaltene Kreis. 

Hieraus folgt, da8 die Ungleichheit (2) auf O’ anwendbar ist, und sie 
gilt also um so viel mehr fiir 0. Wir haben also den folgenden Satz 
bewiesen: 


Fiir ein Oval vom Flacheninhalt f und Umfang p gilt die Ungleichheit 
‘ Pp « ba 2 

aa) i ~faze@-—"). 
wo R und r die Halbmesser des Kreisringes des Ovals sind. 

Bei dem Beweise ist nicht von dem im Anfang erwahnten Minimal- 
oval Gebrauch gemacht. 

7. In Math. Ann. 84, 8. 223—225 habe ich fiir eine konvexe Figur auf 
der Kugeloberfliche vom Halbmesser 1 die Ungleichheiten 


eR-—-r 


(18) (22) >(22—f)* + p* —(22)° >(22)* te’ =| 
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bewiesen, wobei R und r die Halbmesser des Um- und Innenkreises be- 
deutete. Die Uberlegungen der vorigen §§ 3—6 lassen sich aber unmittel- 
bar auf die Kugeloberflache iibertragen, und die Ungleichheiten (13) gelten 
also auch, wenn R und r die Halbmesser des Kreisringes der konvexen 
Figur sind. Die Ungleichheit kann nicht verschirft werden, das heiBt, es 


gibt keine Ungleichheit von dieser Form, wo das Glied tgt Hoe einen 
gréBeren Koeffizienten als (22)° hat fiir alle Figuren auf der ganzen 
Kugeloberflache. 


IV. Das Minimaldefizit im Kreisring. 


8. Die Aufgabe, das in einem gegebenen Kreisring (C, c) einbeschriebene 
Oval 2, dessen Defizit Minimum ist, zu bestimmen, kann also auf doppel- 
symmetrische Ovale beschrankt werden. Zwei parallele Tangenten ¢ und ?’ 
an c begrenzen mit C ein konvexes Gebiet G, und 2 soll innerhalb oder 
auf der Grenze dieses Gebietes liegen. Ein Viertel von 2 kann aus einem 
inneren Bogen J, einem Bogen auf C und entweder einem Bogen auf c 
oder einer Strecke von ¢ bestehen. 

Wir werden erst zeigen, daB J entweder eine Strecke oder ein Kreis- 
bogen sein muB. Es seien P,Q und R drei aufeinander folgende innere 
Punkte von J. Wenn PQR nicht eine Strecke oder ein Kreisbogen ist, 
werden wir PQR durch den Kreisbogen (PR) ersetzen, welcher dieselbe 
Lange hat wie PQR. Es ist bekanntlich eine Folge der isoperimetrischen 
Eigenschaft des Vollkreises, daB (PR) mit der Sehne PR einen gréBeren 
Flacheninhalt einschlieBt als PQR. (PR) bildet deshalb mit dem iibrigen 
Teil des Ovals zusammen eine Kurve mit kleinerem Defizit als das des 
betrachteten Ovals. Diese Kurve ist allerdings nicht konvex. Die konvexe 
Hiille der Kurve wird aber ein noch kleineres Defizit haben, und Pund R 
kénnen so dicht an Q gewahlt werden, daB die Hiille im Gebiet @ liegt. 

Zweitens kann 2 keinen Bogen von C enthalten. Um das zu sehen, 
betrachten wir ein Oval, welches einen Bogen von C enthilt, der an J in 
einem Punkt Q stéBt. P sei ein innerer Punkt von J, R ein innerer 
Punkt des Bogens auf C. Der zusammengesetzte Bogen PQR wird in 
bezug auf die Achse der Sehne PR im Sinne Steiners symmetrisiert, und 
wird dabei durch einen Bogen ersetzt, welcher mit dem iibrigen Teil des 
Ovals eine Kurve mit kleinerem Defizit gibt. Diese Kurve hat eine Kon- 
kavitét in P oder in R. Die konvexe Hiille wird gebildet. P kann so 
dicht an Q gewahlt werden, daB die Hiille innerhalb des Gebietes G bleibt, 
selbst wenn die Konkavitat in P ist. Ist die Konkavitat aber in R, wird 
ein Teil der Hiille auBerhalb C fallen. Das neue Oval hat dann einen 
gréBeren Umkreis als C, wahrend der Innenkreis immer c ist. Durch 
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die in § 1 angegebene Methode kann aber dann ein neues Oval konstruiert 
werden mit noch kleinerem Defizit, welches in dem Ring (C,c) ein- 
beschrieben ist. 


In ahnlicher Weise sieht man, daB 2 keinen Bogen von c enthilt. 


Wir werden jetzt beweisen, da8 J keine Strecke ist. Wenn J eine 
Strecke ist, welche an die Tangente ¢ in Q stéBt, werden P auf ¢ und R 
auf J in der Weise gewahlt, daB PQ < QR und A PQR wird in bezug auf 
die Achse von PR symmetrisiert. Das dabei entstandene neue Dreieck 
liegt dann innerhalb des Gebietes G, und der Beweis wird wie friiher gefiihrt. 

I ist also ein Kreisbogen, der an ¢ in einem Punkt Q stéBt. Nehmen 
wir an, daB J mit ¢ einen Winkel bilde. Die Tangente an J in einem 
inneren Punkt R schneidet ¢ in einem Punkt 7 so, daB TQ<TR. P 
wird in der Weise auf ¢ gewahlt, dab T7P < TR, und die Symmetrisierung 
des Segments PQR gibt dann eine Konkavitaét in R, wobei die konvexe 
Hiille innerhalb des Gebietes @ fallt, wenn R geniigend dicht an Q liegt. 
Auch in diesem Fall kann also das Defizit verkleinert werden. Der innere 
Bogen des Minimalovals ist also ein Kreisbogen, welcher ¢ beriihrt. 


Durch diese Uberlegungen haben wir das Resultat gewonnen, daB 
das im Kreisring (C, c) einbeschriebene Oval, dessen Defizit ein Minimum ist, 
aus zwei Strecken auf den parallelen Tangenten ¢ und ¢’ an ¢ und von 
vier symmetrischen Kreisbégen besteht. Diese Kreisbégen beriihren ¢ 
oder ¢’ und gehen von den Endpunkten des mit ¢ und ?’ parallelen Halb- 
messers von C aus. (Fig. 7.) 


9. Es sei (Fig.6) ARB ein Viertel eines solchen Ovals, A der End- 
punkt des Halbmessers von C, B der Beriihrungspunkt von c und ft. 
Unsere Aufgabe ist jetzt, den Beriihrungspunkt R von ¢ und dem Kreis- 
bogen AR so zu bestimmen, da8 das Defizit des Ovals ein Minimum wird. 
Das Variationsproblem ist auf ein gewdhnliches Minimumsproblem redu- 
ziert. Dieses soll durch Differentiation gelést werden, und zwar durch 
das geometrische Differentiationsverfahren von P poerr 
J. Hjelmslev. Fl 

Die Methode ist die folgende. Die unend- 
lich kleinen GréBen der Figur werden durch end- A 
liche GréBen reprisentiert, deren Verhaltnisse eben : a 
den Grenzverhiltnissen der unendlich kleinen 
GréBen gleich sind. Einer dieser Reprisentan- 
ten (Differentiale) wird beliebig und bequem 
auf der Figur gewahlt. 

Es seien AS’S ein Nachbarkreis von AR, R’S'T’ die zweite 
iuBere Tangente der Kreise, AZ’ die Tangente in A. Beim Ubergang 





Fig. 6. 
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von AR zu AS erhalt ein Viertel des Umfangs des Ovals, } p, den 
Zuwachs 


RS+cSA—VRA= RS —(URR'— VSS’) +0 R'A+VS'A. 


Wird T’S=m-T'R gesetzt, so ist RS=(1—m)T’R, und 
URR’—uSS'’=(1—m)cRR’. Wenn S—R, wird T’—T. Als 
Reprisentant der verschwindenden GréBe RS wird die Strecke RT ge- 
wahit. Der Repriasentant von u RR’ — WSS’ wird dann der Bogen AR, 
wahrend UW R’'A+ US8'A den namlichen Reprisentanten wie R’S’ erhilt, 
d.h. AT. Hiermit ist der Zuwachs von p einfach auf der Figur repri- 
sentiert, nimlich so, daB 


idp=RT+TA-wRA. 





Der Flacheninhalt f des Ovals erhalt einen Zuwachs, dessen Repri- 
sentant df durch die Gleichung 


i af =2-Fig. RTAR 
bestimmt ist. Der Zuwachs ist namlich 
RSS'AR = RT'R'R — ST’S'S — AS'R'A. 


Die letzte Figur hat den Reprisentanten gleich 0, und die Differenz 
RT’R'R — ST'S'S ist gleich (1 — m)(1+ m)-RT’R'R, und sie erhilt, 
wenn m-—>1, den Reprasentanten 2-RTAR. Wenn o der Halbmesser 
des Kreisbogens AR ist, hat man also 


df=odp, 
und 
a ae 
= = f 
gibt 


dD = 5~(p — 220) dp. 
dp ist nie Null, und die Minimalbedingung ist somit 
p= 220, 
was eben ein Minimum gibt, weil p—2z2o durch Null wichst, wenn 
dp positiv gewahlt wird. 
Das minimierende Oval 2 ist also von zwei Strecken und vier Kreis- 


bégen mit Halbmesser g in der Weise zusammengesetzt, daB der Umfang 
des Ovals der ganzen Kreisperipherie 22@ gleich ist. 


Wir kénnen jetzt das Minimaldefizit direkt berechnen. Es seien R 
und r die Halbmesser von C und c, wy der Winkel, welchen 2 mit C 
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in A bildet. Dann ist r = 9 (1 — sin yw), und die Minimalbedingung p = 22¢ 
gibt ow = R— ocosy, also ist 


/ ea R “? Bi 

“ ©— STeny "Imp: 

Diese Gleichungen bestimmen die Werte von 9 und wy. Die Berechnung gibt 
D = 207(siny cosy + 2ysiny — y) 

oder 





(15) D= Sieyoeyt ler —2) 1p oe ff u(R— r)* 
(sin y + cos y + y —1) 
als Minimalwert des Defizits. 
Die Gleichung (14) bestimmt das Verhaltnis r: R fiir einen gegebenen 
Wert von wy. Eine nahere Untersuchung des Koeffizienten m« in (15) 


zeigt, daB l< ws £ = 1,27 fir O< w<s. Fir y=0 ist r= R, und 
der Wert von wu ist unbestimmt, aber « —1 fir y— 0. 
Es gilt also fiir jedes Oval die Ungleichung 


(16) D=*—f>(R-1)*, 


wo R und r die Halbmesser des Kreisringes des Ovals sind. Das Gleich- 
heitszeichen gilt nur fiir einen Kreis. 

Wenn eine Folge von Ovalen gegen einen Kreis konvergiert (r — R), 
kann das Verhiltnis 1» = D:(R —r)* gegen jeden Wert >1 konvergieren. 
uw wird z. B. fiir ein regulares n-Eck mit n gegen Unendlich konvergieren. 
Betrachten wir speziell die Folge der Minimalovale fiir ein festes R und 
0<r<R, so konvergiert ~ gegen 1, wenn r— R. 

Fig. 7 stellt das minimierende Oval 2 vor fiir y= ; , r: R= 0,36. 

10. Es seien O und O, zwei doppelsymmetrische Ovale, welche in 
demselben Kreisring {C,c) einbeschrieben sind. O bzw. O, schneide auf 
dem konzentrischen Kreise I" 
zwei Bégen von der Lange s 
bzw. 8, ab. Wir konstruieren 
dann eine neue doppelsym- 
metrische Kurve, welche auf 
I’ zwei Bégen von der Lange 
3(¢-+8,) abschneidet. Der 
Flacheninhalt dieser Kurve 
ist 3(f+/f,), und der Um- 
fang ist kleiner als }(p + p,), weil man mit den friiheren Bezeichnungen hat 


Vado™ + o'de? + Vao"+ odes = 2V/der+ ot (EM), 
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Die isoperimetrische Ungleichheit gibt, auf die neue Kurve angewendet, 


(17) zp (2+) hd w(R—sr!>(R—+). 
Wenn O und 0, nicht doppelsymmetrisch sind, kann man wie friiher erst 
doppelsymmetrische Kurven mit demselben Flacheninhalt und kleinerem 
Umfang konstruieren, so da8 (17) um soviel mehr richtig ist. 

Speziell kann man das Minimaloval 2 als Oval O, wiahlen, und (17) 
gibt dann eine neue, schirfere Ungleichheit fiir O. Aus 


p* ~ Pi th ‘<= 2 
——f: 4,4" u(R—r) 
folgt namlich nur 
1 24 ? f+f, — wv . 2 
th i — i > — hele) . 


24 »? (p+,\" 
oui +9 > (PER). 


\ 


Es ist jetzt méglich, eine Ungleichheit zu bilden fiir zwei beliebige 
Ovale O und O,, deren Kreisringe die Halbmesser R,r und R,, 17, haben, 
wo doch R+r und R,+r,. Wenn R—r+R,—1,, konstruieren wir 


erst ein mit O, ahnliches Oval O, im Verhaltnis =—". Fir O, ist 


R,—1,° 
R—-r R—r 
R= Rf: 's= Boy," R,—1r,=R-—-r, 
R—r , (‘R-r\* 
Ps PB -—r, Pi> a= \5—,,) f,- 


Wenn jetzt zB. r>r,, dilatieren wir O, um die Strecke r—r,, dann 

haben wir ein Oval O,, dessen Kreisring mi. dem Kreisring von O kon- 

gruent ist, und (17) kann deshalb auf O und O, angewendet werden. Aus 
rR,—r,R R-r 


=? . ie 
Ps i hh, 71, R,—7,?° 

4 rR,—r,R * ¢«R,—v,R B-e _ (R-r \" 
fy = | R-r R-r "R—7,T \R, —1,/ fi 


folgt die gewiinschte Ungleichheit fiir O und 0, 


1 fl/_p » \\,1/ Pr rR,—1,R 
8) gly (e"5 +985) +7(et-- eh) ae 
1 f i, x rR,—1r,R \3. 
aS ae ae nus) a cs a ee 
Gat many) : (aon, = 


(Eingegangen am 2. 7. 1923.) 
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Zusatz bei der Korrektur. 


V. Eine geometrische Reprasentation des Defizits. 


11. Fiir jedes Oval vom Umfang p und Flicheninhalt f kann eine 
Kurve konstruiert werden, welche O umschlieBt und den Flacheninhalt 


3 
P  besitzt. 
4a 


Die von dieser Kurve und O begrenzte Figur hat den Flacheninhalt 
r — f und die Konstruktion liefert also einen anschaulichen Beweis der 
isoperimetrischen Ungleichheit. 

Es seien ZL und L, zwei feste parallele Stiitzgerade von O, M deren 
Mittellinie, A eine variable Stiitzgerade. Wir konstruieren einen Kreis, 
welcher L, L, und A beriihrt und auf derselben Seite von A wie O liegt. 
Der Durchmesser 20 des Kreises ist die Breite des Streifens LL,. Der 
Beriihrungspunkt mit A sei P. Wenn A auf L oder L, fallt, ist der Kreis 
nicht bestimmt, jeder Punkt, den L, Z, mit O gemeinsam hat, kann als 
Beriihrungspunkt P betrachtet werden. Wenn A das Oval durchlauft, wird 
P eine Kurve 4 beschreiben, welche auBerhalb O liegt, jedoch mit O gewisse 
Punkte gemeinsam hat, namlich die Punkte auf L und ZL, und zumindest 
noch zwei weitere Punkte, wo O von dem erzeugenden Kreis _,,beriihrt“ 
wird. 4 und O kénnen auch gewisse Kreisbégen vom Halbmesser 0 ge- 
meinsam haben, wenn O solche enthalt, kann aber nur mit O zusammen- 
fallen, wenn O selbst ein Kreis ist. 

Es soll jetzt der Flacheninhalt von 4 berechnet werden, wobei wir 
eine Stiitzgerade mittelst des Winkels § bestimmen, welchen die auBere Nor- 
male mit M bildet. Wir betrachten die den Winkeln 0, 0-+-2, x—0, 22—0 
entsprechenden Stiitzgeraden A, A,, B, B, und die entsprechenden Kreis- 
mittelpunkte a,a,,6,6b, auf M. Die Kreisberiihrungspunkte auf A und 
B und die auf A, und B, bestimmen zwei Sehnen in 4 parallel zu M 
im Abstand osin§. Die Summe dieser Sehnen ist 


s = ba + a,b, + 400080 =a,a+ bb, +40 c088. 
Die Parallelen zu A, A,,B,B, durch a,a,,b, 6, bestimmen ein 
Parallelogramm, dessen Héhen B(#)— 20 und B(x — 6) —2¢@ sind, wo 
B(@) die Breite von O in der Richtung @ bedeutet. Hieraus folgt 


ail B(e)+B(x—@)—4 


o 
oe + 4ocos6. 





Der Flacheninhalt von 4 ist also gleich 


= 
sd(osin@) = o f(B(@) + B(x — 0) — 4esin*6)d0= op — x0’. 
v0 
18* 


Se, te) i 
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Wir wahlen jetzt Z und L, derart, dab 29 = z, was immer mdglich 
ist, weil P die Mittelbreite des Ovals ist. Dann wird der Flacheninhalt 


von 4 gerade r , was also gréBer als f sein mu8, wenn O kein Kreis 
ist. Fiir jedes brauchbare o gilt die Ungleichheit 
ep—xo*ef. 
Die Maximal- und Minimalbreite B und 6 bilden die Grenzen von 2 0, weshalb 
p? = (/B—b\? 
tafe + ( —s) : 


Fiir Ovale konstanter Breite gibt diese Ungleichheit keine Verscharfung 
der klassischen Ungleichheit. Durch die Symmetrisierung III wird aber 
jedes Oval in ein neues Oval mit B= 2R und 6 = 2r transformiert, und 
damit ist (12) wieder bewiesen. [11. 9. 1923.| 








Riemann spaces conformal to Einstein spaces. 


Von 


H. W. Brinkmann in Cambridge (Mass., U. 8. A.). 


1. Introduction. 


1.1. Let an n-dimensional Riemann space (which we denote by V, ) 
be given by its line element 


(1.11) ds* = 9.24%, 42%, guj! + 0, 


where the repetition of the subscripts implies summation from 1 to nm as 
usual. Weyl*) has found necessary conditions on the g,; which Schouten”) 
proved to be sufficient in order that it be possible to map V, confor- 
mally on Euclidean space, that is, a Riemann space whose line element 
is given by 

ds* = dz? + dzj+...+dz3. 


Due to the importance of those Riemann spaces which satisfy EKinstein’s 
gravitational equations (see §2.1), and which we shall call Hinstein 
spaces, it seems natural to ask the following question: When will it be 
possible to map V, conformally on an Einstein space and in how many 
ways can it be done if it is possible? The main purpose of this paper 
is to answer this question; the desired result is stated in §4.1. In §5 
the scalar curvature of the resulting Einstein spaces is discussed, that is, 
distinction is made between Einstein’s original equations and his “cos- 
mological” ones. 

Particular interest attaches to the case where the given space, V,, is 
itself Einsteinian. This special case is taken up briefly in §6. The writer 
has determined all Einstein spaces which can be mapped conformally on 
Einstein spaces; the results will be given elsewhere in order that the 
present paper may not be unduly lengthened. 


1) H. Weyl, Math. Zeitechr. 2 (1918), p. 384—411, insb. p. 404. 
*) J. A. Schouten, Math. Zeitechr. 11 (1921), p. 58—88, insb. 79-82. 
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The spaces of relativity have the dimension n = 4 and are Einstein 
spaces in the absence of matter. Furthermore, inasmuch as the null-lines 
in two conformal spaces correspond*), the light rays will correspond in 
two conformal relativity spaces. The dimensionality n= 4 is thus of 
peculiar interest in this connection; it is disposed of in §7. We might 
add that n= 4 is the lowest dimension which is not trivial from our 
present point of view (see § 2. 1). 

An abstract of this paper appeared in the Proceedings of the National 
Academy of America 9, p. 172. 


2. The Equations to be solved. 


2.1. Any Riemann space V, conformal to V, can have its line 
element put in the form 


(2.11) ds* = g*,dz,dzz 

where 

(2.12) 95 = e945, 

4 being a function of z,, z,,..., %,; the factor in (2.12) is taken 


in the form there given for the sake of future convenience. We denote 
by stars all quantities belonging to V,. 

Let Rj; be the contracted Riemann tensor and R* the scalar cur- 
vature of V,. Then we take the “gravitational equations” for V, alluded 
to in §1 in the following, most general, form‘): 


1 * 
(2. 18) Rj = ~ R* 93 


and shall say that V, is an Kinstein space if and only if (2.13) is 
obeyed. For n=2 the equation in question is always obeyed and we 
assume n> 2 from now on. It is not difficult to show that, for n > 2, 
(2.18) can hold only if R* is a constant®), Again, a V, for which (2. 13) 
holds is necessarily of constant Riemann curvature (a spherical space)*) 
so that a V, conformal to it is conformal to Euclidean space. For n= 3 
our problem thus reduces to that of Schouten already referred to*). 


2.2. We must now compute R;; in terms of 4 and the tensors in- 
volving g,; alone. The easiest way to do this is to introduce Riemann 
normal coordinates with respect to V, at a point and then to carry out 

*) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 4. Aufl., Berlin 1921, p. 115. 

*) A. Einstein, Sitzber. Ak. Wiss. Berlin 1919, p. 349-356. 

5) G. Herglotz, Ber. Ges. Wiss. Leipzig 68 (1916), p. 203. 

*) J. A. Schouten and D. J. Struik, Amer. J. Math. 483 (1921), p. 213—216. 
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the computation for this point only. If we denote first, second, ... co- 
variant derivatives with respect to (1.11) of a tensor 7,, by 


Ti3.>  Tej.unts 


**>5 


we find 
(2.21) Ri; = Ry + (n — 2) My + My; 
where 
»: 1 
(2. 22) My; = dy — Andy + 5945 4, 4, 


M = g*? Maz, A, A=Qg** highs. 


These formulas have been given by Levi-Civita’). 
From (2.21) we obtain 


(2. 23) e** R* — R+2(n—1)M. 
Now (2.13) is really 
(2. 24) Rj = ~ R* gic? 


and when we substitute in this the value of R,; found from (2.21) after 
putting into it the value of M obtained from (2.23) there results 


R 
~ Fn— 1h M5 


g 8 
(9 95) = fe a 
2.25) M,; + —> | 8,; Tatwnijmse 


a 
| 
|= 
4 


Conversely, if (2.25) is satisfied, so will (2.24) and (2.13) be. We define 
a tensor L,; as follows, 





r R 3 
(n— 2) Ly = — | Ry; — NCES 
then (2.25) can be replaced by the system 
(2. 26) Any —_ An Ai ai A 95 = yj, 
i ane 1 R* i 
(2.27) A= 54,4 —sRariy® , R* a constant. 


2.3. We may put this system into a more convenient form in this 
manner. From (2.26) and (2.27) we easily obtain 
(2.31) Ay = Ady + Aja DL; 
where ie 

Lj => g’ Lat: 

Conversely, if 4 and A satisfy (2.26) and (2.31), (2.27) will be satisfied 
for some constant R*. But the system (2.26), (2.31) may be replaced 
by the system 
(2. 32) dys — 445 + Ages = Ly, 
2. 33) Ay = Ag+, DL; 


”) T. Levi-Civita, Rend. Acc. Lincei Roma 1918, p. 187. 
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where 4, is any vector and A any scalar. For a solution 4; of (2.32) 
has the property Ay; = 4j,;, hence we can put 4;= 4, and 4, A will then 
satisfy (2.26) and (2.31) that is, 4 will make the space whose line 
element is given by (2.11), (2.12) Einsteinian. The function 4 will be 
determined from 4; up to an additive constant which is non-essential since 
it merely multiplies (2.11) through by a constant. 


3. The Necessary Conditions. 


3.1. We proceed to derive conditions which must necessarily be 
satisfied if the system (2.32), (2.33) is compatible. To do this we 
substitute from (2.32) in the well-known formula 

Aejk — deve; —_ ha Rijz 
where 
Ryan = g** Rajei 
is the Riemann-Christoffel tensor of V,,*). 
By the aid of (2.33) and further use of (2.32) we come out with 


(3.11) A” Casiz Sijz 
where 
V=g"*ha, 
C,;,, 18 the “conform curvature” tensor: 
i Ce 5x1 Rysy, T 95, L;, i L;, T 95x Ly — 9; D5; 


Sije = Ligne — Ling - 

From (3.11) we deduce 

Theorem I. The system (2.32), (2.33) ts completely integrable tf 
and only if V,, is conform-euclidean. 

For the system in question is completely integrable only if C,;,,= 0 
and §,;,,—0 and according to Schouten*) V, is then conform-euclidean. 

Now we differentiate (3.11) covariantly, substitute from (2.32) and 
(3.11) and finally arrive at 


(3. 12) da Cisun + OF Sige) — A Crigez = Sepa — Lar Cize- 

This process can clearly be continued and yields equations of which the 
q™ is of the form 

(3. 13) 4,A°—-AB=T (J,) 


where A“, B,T7 are tensors of ranks g+4,q¢+3,q+3 respectively; 
here g= 0 and g=1 correspond to (3.11) and (3.12). 


*) G. Ricci and T. Levi-Civita, Math. Ann. 5+ (1901), p. 143. 
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Suppose in fact that 4;, A satisfy (3.13); when this is differentiated 
the result can be written 


(3. 14) A* [dais —_ hah; a A Jat — Las) — Bi A, - Ai; ous , Lj) 
+ (4, 4°— AB—T]=0 

where 
A*=Ai+o°T—BL;, 

(3. 15) B =B,+A, 


T =7T— LA”. 


If, then, 4; and A satisfy (2.32), (2.33) as well as (3.18) they must 
satisfy 


(3. 16) 4,.A4°—-AB=T te. .) 


\4q4+1 
and this (q-+ 1) equation J,,, is obtained from the g*J, by means 
of the recursion formulas (3.15). Thus we get the following preliminary 
theorem. 

Theorem II. In order that it be possible to map V,, conformally 
on an Einstein space all the equations of type (3.13) must be compatible 
in 4, and A. 


4. The Necessary and Sufficient Condition. 


4.1 Consider the equations I, (q=0,1,...) in order. Two things 
can happen, either the equations cease to be compatible as a set after a 
certain value of g has been reached, or there comes a time when all the 
solutions common, say to 


(4.11) a ey | (¢>1), 


satisfy J,,, also. If the first happens Theorem II takes care of the 
situation; the second case is covered by the following theorem. 

Theorem III. Jf tne system (4.11) has just r linearly independent 
solutions and all of these satisfy I,,, also, then the system (2.32), (2.33) 
ts compatible and its solution involves r—1 arbitrary constants. 

In view of § 2.3 we may then state the main result as follows. 

Theorem IV. Im order that it be possible to map V,, conformally 
on Einstein spaces with just r—1 essential arbitrary constants at our 
disposal it is necessary and sufficient that a t (t>1) exist for which 
the system (4.11) has just r linearly independent solutions and all of 
these satisfy I,,,. 

It remains to prove Theorem III. On the basis of a preliminary 
remark made in § 4.2 this will be done for the case r= 1 in § 4.3; the 
proof for r> 1 is sketched in § 4.4. 
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4.2 Suppose 4,, A satisfy the two tensor equations J, and J, ,,. 
Then (3.14) shows that 
A" [haig — 4a dg + A Gaz — Lay] — BL Ay — A4, —A,. Lf) = 0. 
If we denote by J, the homogeneous equation corresponding to J, : 


A, A°—-AB=0, (J,) 
we see that 


hig — 4g + AQ; 2 Li;; Ay — Ad; — hq Lj 
is a solution of J, for each value of 7. 

4.3 Under the assumption that r = 1 let 4,, A be the unique solution 
of the system (4.11); this also satisfies J,,,. The homogeneous system 
(4.31) a a 
is then incompatible, hence § 4.2 shows that 2,, A satisfy (2.32), (2.33) 
and that is all we had to show. 


4.4 Assume now that r>1 and let 


A’, A® (o=1,2,...,r—1), 
be a complete set of linearly independent solutions of the homogeneous 
system (4.31); from now on oe, o shall be understood to run from 1 to 


r—1. Let af, A* be any particular solution of (4.11), then § 4.2 
shows that 


_* e@ 48 * > .. (a) 4{e) 
(4. 41) dj — 44 +A gy —Ly=S uj 4%, 
o 
. * * .* 5% 7 — 
(4, 42) Aj; —A Aj — 4a L; oe > wr A”. 


a 


Similar equations hold if iv+aye, A*+A@ be substituted for 1°, A* 


respectively and when (4.41), (4.42) are subtracted from the equations 
so obtained the result is 


(4. 43) 4 — az ay? + A? gi; = Sof’ ay”, 

(4. 44) Af — af? A* — AP Li = Sf? A. 
We put 

(4. 45) A= ut af. >of", i on A 4 soa? 


and seek to determine the functions 5“ so that 4,, A satisfy the equations 
(2.32) and (2.33). Substitution shows that b“ must satisfy the equations 


(4. 46) bf + pe + yor7¢ — 61, = 0, 


ag 


4, being obtained from (4.45), and this system is completely integrable. 
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The proof of this fact is rather tedious and will be omitted here; it is 
not difficult if one keeps in mind the equations (4. 41) to (4. 44) at all times. 
The proof of Theorem III is then complete. 


5. The Scalar Curvature R*. 


5.1. If the value of R* obtained in any case is not zero we can 
make it take any non-zero value we please by correctly disposing of the 
arbitrary additive constant involved in the determination of 2. But can 
we make R*—0 under these conditions or, if it should happen to be 
zero at the outset, can we change matters so that R* +0? When r=1 
we clearly have to take R* as it comes but for r>1 we can prove the 
following theorems. 


Theorem V. Jf r>1 we can always make R* =0. 
Theorem VI. In order that we may be able to make R* +0 it is 
sufficient that 
9°? Harp == 0 


for some two (not necessarily different) solutions u;, M; v;,.N of the 
homogeneous system (4.31). 

From Theorem VI we see at once that, provided r>1, we can 
make R* +0 in case the g;; are real and (1.11) is a definite form. 

5.2. To prove these theorems we use the notation of §4.4. We 
may assume that 

ig=ig, A 

and 


3 ¥(e) s* , 30) 
i > 


Ag? =a +4 A*@ — A* + A@ 


satisfy (2.32) and (2.33) so that 2* and 1*® correspond to conformal 


maps; let the corresponding scalar curvatures be R and R®; put 
AO nO) _ 9°, 
Now we determine b in (4.45) so that 4,, A satisfy (2.32) and 


(2.33); if R* denotes the corresponding scalar curvature we readily 
show that 


dbs 4(4@, 4”) + spo + ee et” = _& - et! 


where 
A(A A Yee g*? ape? aff? 


(a) (oe) e*** es R® 24) 
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It follows from this that by appropriate choice of initial values of b® 
we can make R* take any value we please unless 


4(a®, 1) =0 (e,o=1,2,...,r—1), 
R=R°=0 (o=1,2,...,r—1). 
This proves both theorems. 


6. Application to Einstein Spaces. 
6.1. Let V,, itself be an Einstein space, so that 
1 
R; ys Rg; 3 


R being a constant in consequence. Then V, can be mapped conformally 
on an Einstein space, namely itself, by taking 4 = const., that is, 


R 22 
y=nO, A= —s5GQ ij - 

The equations J, of §3 must accordingly be satisfied by these values — a 
fact which it is easy to verify directly. We call this map, which amounts 
merely to a change of scale, a trivial map of the V,. A non-trivial 
map maps the Einstein space V, on another such space V, which may 
or may not be isometric with V,, but if it is, the isometric map will 
not be established by our conformal one even if a change of scale be 
allowed. 

Let K, be a generic notation for an Einstein space of non-vanishing 
scalar curvature and let L,, be a generic notation for an Einstein space 
for which R=0. The application of Theorems V and VI (§5) yields 
the following results, ‘‘map” being understood to mean “conformal map”. 

Theorem VII. Jf a K,(L,) can be mapped on an L,(K,) in 
essentially more than one way it can be mapped non-trivially on a K, (L,). 

Theorem VIII. If a K, can be mapped non-trivially on a K,, it 
can be mapped on an L,. 

Theorem IX. Jf an L, can be mapped non-trivially on an L,, it 
can be mapped on a K,, with the possible exception of the case where 
for any two functions i, u negotiating two of the given non-trivial maps 
the equation 

9°" dia wy = 0 
ts satisfied. 

6.2. It has already been mentioned in the introduction that the 
writer has determined all Einstein spaces which can be conformally 
mapped (non-trivially) on Einstein spaces. From the explicit expressions 
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for the line elements of such spaces the following theorem — which is here 
stated without proof — can immediately be derived. 


Theorem X. Jf two Hinstein spaces are mapped conformally and 
their scalar curvatures are both not zero, then either space*) is isometric 
to that obtained from the other by a suitable change of scale. 


7. The Dimensionality nm — 4. 


7.1. Our discussion of the case n = 4 rests upon the following lemma. 
Lemma. When n= 4 the equation J,, namely 


(7.11) A* Caisse = 0 
implies either 

(7.12) Cixi = 0 
or 

(7. 18) 9" dgdg = 0. 


The equation (7.11) means that the tensor C,4;, lies in the three- 
dimensional space normal to the vector 4°. Assume that (7.13) does 
not hold, then this three-dimensional space is a proper Riemann space V,, 
that is, its fundamental quadratic form has a non vanishing determinant. 

Now in a V, a tensor Pi;z; with the symmetry properties of Ryss, 
can always be written in the form”) 


Pi 5x1 = 9. Qi: = 9:1 Qj . 9;: Qix — 95x Qi: 
if, in addition, we know that 
9 Pisses =0, 

it follows at once that P,,,,—0. Now our C,,,, lies in a V,, has all 
the symmetry properties of R,;,, and furthermore, gC;,;,,— 0; conse- 
quently C,;,,= 0.*) 

7.2. We shall call a conformal map proper if it arises from a func- 
tion 4 for which 

A A=Qr djahip =O, 

otherwise we call it improper. If we restrict ourselves to real coefficients g, ; 
throughout and to definite quadratic forms (1.11), a conformal map is 
necessarily proper. We shall consider only proper maps from now on, the 


*) The corresponding theorem for two Einstein spaces of zero scalar curvature 
holds provided the map be proper in the sense of § 7. 2. 

1%”) Schouten, loc. cit. *), p. 84. 

1) The writer is indebted to Professor J. A. Schouten for this elegant proof of 
the lemma. 
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improper maps act quite differently and will be discussed on another 
occasion. 

As an immediate consequence of the lemma we may restate Theorem IV 
for n = 4 as follows. 

Theorem XI. Im order that a V, which is not conform-euclidean 
can be mapped conformally on an Einstein space by a proper map it 
is necessary and sufficient that the equation I, have a solution (neces- 
sarily unique) which with some A (necessarily unique) satisfies I, and I,. 

Theorem XII. AV, which is not conform-euclidean can be mapped 
conformally by a proper map on essentially at most one Hinstein space 
and the mapping can be accomplished (ij at all) in one way only pro- 
vided we agree to neglect a change of scale. 

In particular, if V, happens to be an Einstein space itself it is 
conform-euclidian only if it is of constant Riemann curvature, hence we 
obtain 

Theorem XIII. If two four-dimensional Einstein spaces are mapped 
conformally by a proper map they are both of constant Riemann curva- 
ture (spherical spaces). 

The conformal maps of spaces of constant curvature on each other 
are well known, hence they need not detain us here. 


Theorem XIII is proved by Kasner**) for two special cases, namely, 

a) V, is conform-euclidean as well as Einsteinian, 

b) V, is defined by the Schwarzschild solar field line element and 
R* =0. 

That an Einsteinian V, (for any n) is necessarily of constant Riemann 
curvature if it is conform-euclidean is proved by Schouten and Struik‘). 

7.3. A direct consequence of the lemma is the following. 

Theorem XIV. A V, for which 


8,,,. = 0 


but which is neither conform-euclidean nor Einsteinian cannot be mapped 
conformally on an Einstein space by a proper map. 


ijk 


%*) E. Kasner, Amer. J. Math. 48 (1921), pp. 20—28, and pp. 219—220; Math. 
Ann. 85 (1922), p. 227—236. 


. 


(Eingegangen am 12. 6. 1922.) 











Uber die bedingt-periodische Bewegung eines 
Massenpunktes. 


Von 


J. Weinacht in Miinchen. 


Stickel hat in seiner Habilitationsschrift zuerst die bedingt periodische 
Bewegung eines mechanischen Systems in n Freiheitsgraden behandelt fiir 
den Fall, da8 in der kinetischen Energie 7 = } S'a** p; p, nur die Quadrate 
der Impulse p;, nicht aber Terme der Form a‘* p;p, (¢ + k) vorkommen. 
Spater hat dann Levi-Civita*) eine Methode angegeben, die die Aufstellung 
der Separationsbedingungen auch im allgemeinen Fall einer nicht ortho- 
gonalen quadratischen Form der kinetischen Energie erlaubt in Form 
eines Systems von Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Dieses zerfallt 
in zwei Teile: Ein System fiir die kinetische Energie, d.h. fiir die GréBen 
a**, und eines, in welchem neben den a** auch die Kraftefunktion eingeht. 
Dall’ Acqua*) hat dieses fiir den Fall von n Freiheitsgraden wirklich auf- 
gestellt und fiir » = 3 auch das die kinetische Energie betreffende System 
integriert, nachdem dies von Levi-Civita bereits fiir n = 2 geschehen war. 
Unter der Voraussetzung, da8 7 = konst. (3) = konst Sa findet 
letzterer fiir n = 2 eine der folgenden Formen fiir das Linienelement ds: 

ds* = dx? +- dx} + 2cos(X, + X,) dz, dz,, 
(1) ds* = edz? + 2fdz,dz,+gdz}, 
ds* = (X, + X,) (daz? + dz}), 


wobei X, = X,(z,); X, —X,(z,); ¢,f,g aber entweder von z, allein 
oder von z, allein abhaingen; Dall’ Acqua fiir n = 3: 





1) Math. Annalen 59 (1904), S. 383 ff. 
*) Math. Annalen 66 (1908), S. 398 ff. 
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8 
ds? = »> (4,4, + bb, + ¢,¢,)dz,dz,, 


re=1 
ds* = (a, + 21; e, + 1,° b,) dx? + (mi? a, + 2m; e, + b,)dx?-+dx? 
+ 2(mi,a, +1, b, +-(1 iI! m’) e,)dx, dx, +2(¢, + mjd,)dx, dz, 
(11) + 2(l ef +d,)dz,dz,, 
| dot = 2— 7 {hi* + c, — d,) da? + (mi? + ¢, —d,)dz? + dz} 


+21; mi dx, dz, + 2m, dz, dz, +21,dzx,dz,}, 
3 8 


4 
=_— 
ds = Don (In+1 +9) = 
hat pat | Srts— e+e 


: 
7 dz, 





Der Index an einem Buchstaben bedeutet, daB die betreffende GréBe nur 
von den Variablen mit dem betreffenden Index abhingt. Ferner ist 
G, =%3 Us = % Usw. Die Form der Kraftefunktion ist von Stickel nur 
im orthogonalen Falle angegeben. 

Mit Hilfe der vorliegenden Bedingungen kann man nun wohl an einer 
gegebenen Form des Linienelementes feststellen, ob das Problem in den 
gegebenen Variablen separierbar ist oder nicht; die Frage aber, ob das 
Problem iiberhaupt separierbar ist, wenn man nur die Variablen geeignet 
wahlit, bleibt offen. Es handelt sich also im wesentlichen darum, festzu- 
stellen, welches die allgemeinsten Separationsvariablen sind, und welche 
Kraftefunktionen U den Separationsbedingungen*) geniigen, wenn die U 
durch diese Variablen ausgedriickt werden. 

Wir wollen diese Fragen im folgenden bei der Bewegung eines ein- 
zelnen Massenpunktes untersuchen, und zwar unter der Voraussetzung, da8 
die in kartesischen Koordinaten gegebene Hamiltonsche Gleichung durch 
eine Punktiransformation in eine der separierbaren Formen von Levi-Civita 
zw. von Dall’ Acqua iiberfiihrbar ist. Da der klassischen Mechanik ein 
euklidisches Linienelement zugrunde liegt, so ist fiir den Fall von drei 
Freiheitsgraden zu fordern, daB der Kriimmungstensor 


(rk, ih] =+ Oden, O*aie Ore 3) 
° 2 \ea, Ox, T Oa, Ox, OX OLE Oz, OX; 


al [rh] [tk] ri| [kh 
+ Som T)- Ur) 
Lm 
identisch verschwindet. Dies bedingt eine Einschrankung fiir die GréBen 
a@,,, die uns erlauben wird, die Separationsvariablen durch die kartesischen 


Koordinaten auszudriicken. Haben wir zwei Freiheitsgrade, also etwa die 
Bewegung eines Punktes auf einer Flache, so ist zwar im allgemeinen 








(iit) 





®) Vgl. Dall’ Acqua |. c., 8. 403. 
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die zweidimensionale Kriimmung + 0; wir hatten dann an Stelle von (IIT) 
den Codazzi-GauBschen Gleichungen der Flachentheorie zu geniigen. Es 
gelingt dann nicht, die allgemeinsten Separationsvariablen explizit anzu- 
geben. Fiir den Fall aber, der besonders interessiert, fiir die freie Be- 
wegung eines Massenpunktes, ist die Bewegung in zwei Freiheitsgraden 
eine ebene, und dann lassen sich, da die Kriimmung verschwindet, auch 
hier wieder Variable und Kraftefunktion bestimmen, bei denen Separation 
méglich ist. Dies soll im folgenden zunichst fiir zwei und dann fir 
drei Freiheitsgrade geschehen. 


Zwei Freiheitsgrade (ebene Bewegung eines Punktes). 
§ 1. 


Die Separationsvariablen. 
Legen wir das Linienelement ds* = edz} + 2fdz,dz,-+gdzj zu- 


grunde, so la8t sich die Bedingung der verschwindenden Kriimmung 
schreiben : 


a fl, ag afl de of\\ _ 
(1) dz, \5e \° it — tie <)\ 4 = {ee (c OZ, + fje— 26 e5t)\—0, 


wo 8 = Veg — f*. 





Wenn y,, y, die in der Ebene des Massenpunktes gelegenen kartesischen 
Koordinaten bezeichnen, so geniigen diese den aus den GauBschen Glei- 
chungen der Flachentheorie fiir verschwindende Fundamentalgré8en zweiter 
Ordnung hervorgehenden Gleichungen: 





S| 
* ie * of \ ay be =: es 
dat ait9 5 = + fe — 2h ix \ se 4 fe ig +h Ze; E\ ou = 0. 
a*y 1 de ag 1 0g dy 

(2) ) gacdo; — za3{9 bm, — at Jae — zat be — faa hag = 
3 
a*y 1 ag 09 4. Of\ay 1 f. ag ag af \ ay _ 
cat taghfon tft —29 pL — fe Coz, t lig — 2 fon, ia = 


Wir wenden nun die Gleichungen der Reihe nach auf die drei Formen 
des Linienelements (1) an. 


Fall 1. e=g=1; f=cos(X, + X,); (1) ist erfiillt. Aus (2) folgt: 


(3) a 2. = 0; y, = U,(x,) + V, (2); Y, = U, (2,) + Va (%_)- 


az, dz, 


Dies sind die allgemeinsten Lésungen des Falles, wenn wir auf die Nor- 
mierung ¢=g=1, die offenbar fiir die Separation unwesentlich ist, ver- 
zichten. Aus (3) ergibt sich dann auch die Form fir /. 

Mathematieche Annalen. 91. 19 
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Fall I. e=e(z,); f=f(2z,); 9 = g(2,), Gleichung (1) gibt: 


a¢ i 
ta” = 0; = 2k6, 
wo k eine Integrationskonstante ist. Die zweite und dritte Gleichung (2) 
werden : 
2 og dy 1 6g dy 


+4 5 tp 5 T 2 da," Oz, =0, 





2 3 y dg dy og dy 
iene aie t- aa sulle © = 
é daf 3 dz, ax, —3fzt az, 0. 

Deaaaaiert man die letzte Gleichung nach z, und driickt darin 
ay 
dz, Oz,” iat 
Werte aus, so kommt: 


¥ durch die aus den vorstehenden Gleichungen hervorgehenden 


2 7] . , 
- mt ae, = 03 Y; = 0; (2,) cos (ka, + 9, (2,)) + y,(2,). 


3 / 2 
Da nun 9 = 9(2,) = (2) + (3%) , 80 folgt leicht: 0, = 0, = 9; 


dz, \dz 


(OY, 


dy, \* ’ , 
%, = %, = und ebenso wegen (5) + (2m) =e(z,): yi=y,=9. 


Sehen wir von Translationen ab, so sind: 
(4) y, =o(2,)cos(kz,+ (2,)); y,=o(z,)sin(kz, + y(z2,)) 
die dem Falle I, entsprechenden Separationsvariablen. 

Fall I,: e=g = X,(2,)+ X,(2,); f= 0. Gleichung (1) wird: 


oh a 2 oe - oe 


: ri) 
(5) a, lyse] + oe Ix yx,) = 9: 


Aus dieser leitet man leicht durch Differentiation die Gleichung ab: 


Xi:X,+%,%;=-0; Xp=—k'X,; XxX, =—k' xX. 


Geht man mit dem hieraus folgenden Ansatz fiir X, und X, in (5) ein, 
so folgt: 


X, + X, =e = A(Cof (kx, + a) — cos(kz, + B)). 


Dann liegt aber bekanntlich das Linienelement fiir elliptische Koordinaten 
vor, deren Gleichungen sind: 


k 
(6) y, + ty, =a cos > (x, +i2,). 


Von Drehungen und Translationen ist abgesehen. 
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§ 2. 
Die Kraftefunktionen. 


Die Bedingungen fiir die Kraftefunktionen sind von Dall’ Acqua a. a. O., 


8.403 allgemein gegeben fiir n Freiheitsgrade. Fiir n = 2 spezialisiert 
lauten sie: 
qT Uy. gi a0 _ gin Ay 


dz, az, Oz, 02, or de, 02, °° 
a0 11 961s a™ da, aE ae 0a, ad , 
dz, {a — 2 wh ax, +¢ da, 5 0; 
wd aU oa sen OU 922% _ 
dz, Oa, +5 z,° Tj; ia,” — 0. 
Im Falle (I,) folgt aus den ae vorletzten Gleichungen 
a0 ~=6d 0U 


== =(, also U = konst. 
62, Oz, 


Soll aber U auch etwa von z, abhingen, so mu gt te, 62 0tm _ 9 


Ox, 2 Ox, 
sein, oder nach Ausrechnung: | = 0, d.h. V, und J; sind linear ab- 


hangig. Durch eine Drehung des Koordinatensystems kann dann erreicht 
werden, daB: y,=U,; y, =U,+V,. Aus der letzten Gleichung folgt 
dann U=g(z,) oder U=f(y,). Sollte auch ie +9 sein, so miiBte 


auch a@™*=—0 sein und dann hitten wir den orthogonalen Fall; dieser 
ergibt sich ebenso als Ausartung von I, wie der vorhergehende als Sonder- 


fall von I,. 
Im Falle I, ist oe = 05 U=y(z,)=9(Vy2+y2), und bei der 
dritten Mdglichkeit I,, wo a** = 0 ist, folgt leicht: 


U = 26%) + v(m) 
apie ega 
D h (6) k nt Am a0 
a nach (6) ¥, = 2 008 5 2° Coj 5 x, Yo = — asin 5 z,-Gin 52, 
folgt 
=— +. ae ie y B —_ +92 TT. 
1+Gojkz, * iitke,)=1 = =>? Coj kz, x 4 ut 
3 2 
coskz, = nt __ 4% 


a*’ 
wobei r?, =(y, + a)*+ e. 

r, und r, bedeuten die Entfernung des Punktes y,, y, von den beiden 
Brennpunkten des konfokalen Systems. Demnach kommt: 


en) oe RTE) oe) 


1°, 


19* 
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Ist f(x) g(x) = Vx-+a?, so folgt das Problem der zwei festen 
Zentren, welches demnach, neben dem Problem eines festen Zentrums (I, ), 
das allgemeinste separierbare Problem fiir einen Massenpunkt in der Ebene 
ist, wenn die Kraftefunktion das (negative) Newtonsche Potential diskreter 
Massenpunkte darstellen soll. 


Drei Freiheitsgrade. 
§ 3. 
Die Separationsvariablen. 

Fall Il,. Dieser ist bereits von Levi-Civita*) behandelt. Hier ver- 
schwindet der Kriimmungstensor identisch und man findet fiir die kartesischen 
Koordinaten y,, Ys; Ys: 

(8) y, = U*(2,) + V*(2_) + W* (25). 

Wir haben also wieder Schiebungsflachen als Koordinatenflichen. 

Fall Il,. Das Linienelement la8t sich in diesem Falle auf folgende 
Form bringen: 
ds* =a, (dz,-+m,dz,)’ +b, (dz,+1,dz,)°+ 2¢, (dz,+ m,dz,)(dz,+U,dz,) 

+ dz} + 2c,dz,(dz,+lidz,) + 2d,dz, (dz, + m,dz,). 

Fiihren wir die neuen Variablen 
X,=2,+m,(z,); X,=—2,+1,(z,) 
an Stelle von z,, 2, ein, so wird 
(9) ds° ~a,dX; + b,dX; + dz; + 2¢,dX,dX, + 2c,dX,dz, 
+ 2d, dX,dz,. 
Da nun der Kriimmungstensor eine Differentialinvariante ist, so geniigt 
es zu fordern, daB er fiir die letzte Form von ds* verschwindet. 
Die Determinante von (9) sei 
a, ¢ d, 
d=| 4 b, ¢|- 
d, ¢, 1 
Ihre Unterdeterminanten seien mit 4,, bezeichnet. Fiir die Form (9) 
wird nun der Kriimmungstensor: 


aninymor SPAT CSIC 2 
nano: Sef] ]- C2] ET} = 36-0) =o 
*) Math. Annalen 59 (1904), S. 390. 
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auraymo: $48) [4]- PILE ano 


. 3° , 0nd 
[18,13]=0: 2- iar = 3 az, A (¢:* — a,b,); 


Y! 


(23,23)—0: 2-2%—» oe +9 ns (63* — ards); 


az} 


: a*e, *alnd 516 ‘,? 72 
[23,31]=—0: 2- = ¢,>—— + -* (a,5, —  ). 


az} 8 dz, 


Dabei haben wir beriicksichtigt, daB: 








11) __ ay (83) an (48) 2 [F9) pig) _ 12) _ (18) _ (28) _ 9. 
Poe ~ 6) 40) An) 68 GS” UB Poe” «hee 
none nc ». na. ne 8 
Lay les i464 ee .. ~t)6l- tes 
* wen _iyr, [88}_.”, /88)_ ow, 

ei” o | = ai Lej=%> |, ]=4%; 
sowie, daB 


1 @ind _ bu (18) by J Sg [28] , oy, [88] . 3, (33) 
i tr 1j +24 i +FleltSlilt $12): 


Da 6+, so folgt aus den drei ersten Komponenten: 

(10) e,” — a,b, = 0; 

und damit aus den drei letzten Gleichungen sofort durch Integration: 
(11) a—o2Vd; e&=—9,0,Vd; b=0,Vd, 


wobei 9,, 6, Integrationskonstanten bezeichnen. Durch (11) ist auch (10) 
erfiillt. 


Aus (11) folgt weiter durch Integration: 
(12) Fy — Qo =%3 Oo bg — Mey = Ty, 
wo t,,t, Konstante sind. 


Die kartesischen Koordinaten y,, y,, y, geniigen nun den Differential- 
gleichungen: 


8 8 
a" yn 4,5| On Sea [ij] 
Eo. S{Hie—o, we (J- Si, 
Die geschweiften Symbole haben folgende Werte (¢ =1, 2, 3): 
11 oe. US Ly 88) dyd,s-+05 Sys, 
()--fias (Hee (Ses 


23) 58, +B; Sie, 18) afd,, + ef dye, 12) eh dy 
sho 23 , oon 23 ’ wae 

















ay 


ax; 
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Wir haben also, wenn wir noch (11) beniitzen, folgendes Gleichungs- 
system zu integrieren: 


+ | 2 a a 
a © oy. _@y¥ _ _ %% SS. 2 ae oy. 
me De = > as az,’ ax; _ 2s . 0.35, az, , 


*85z,’ OX, 0x, 2s < 
8 

.. Sere oy}. 
0X, 0x, Ge: p O105z, + 00% Mega, : 


a 
aX, 03, — " 7 A ks Lelie - +e 3D 4.30 . 

Hieraus folgt einmal: 

a, (4 x ~ @o ix) op 5x, (<, x 20 , )= (005 — —~ @o i. )=- 0, 

somit: : 

Oy x — Q% ax, = 20%, 

wenn C eine Integrationskonstante bezeichnet, und hieraus: 
y = C(0,X, — 6, X,) + F(0,X, + 9X, 2). 


Wir haben nun noch die zunichst willkiirliche Funktion F naher zu 
bestimmen. Wir differenzieren zu dem Zwecke die erste der obigen Diffe- 
rentialgleichungen nach X, und ersetzen die auf der rechten Seite auf- 
tretenden zweiten Ableitungen durch ihre aus dem obigen System hervor- 
gehenden Werte. Wir erhalten dann: 

| 
le o {(a; 3b, — - ey ef) 28 x + (4.6 — a4) 2¥ 
und mit Riicksicht auf (11) und (12): 





a*y we od oy oP) 
axe t (5, 23x, + 3x,): 
Setzen wir y ein und bezeichnen - L.A. ae F’, so ergibt sich 
» OX, a OX, 


fir F die Bedingung: 
—4F” = 0 (05% — %t,) + F’ (05% + %T;)- 
Fiihren wir zur Abkiirzung die GréBen ein: 
(13) Gt — Cota 4PI; ot + %t, = 4 PF, 
so folgt aus der vorhergehenden Gleichung fiir F der Ansatz: 
F= of (0X, + 0) Xq) + A(2%) 008 p, (0X, + 05X,) 
+ B(x,) sin p, (Q, X, + 0, X,) + D(2,). 
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Um endlich noch die Funktionen A(z,), B(z,), D(z,) von 2, 2u be- 
2 
stimmen, gehen wir mit y in die Gleichung fiir re ein, die fiir alle Werte 
1 


von X, und X, erfiillt sein mu8; es miissen, offenbar daher die Koeffizienten 
des Kosinus und Sinus, sowie der davon freie Term fiir sich verschwinden, 
was zu folgenden Gleichungen AnlaB gibt: 


Ave) 53 = 2Vdp2A (ay) — pyB (25) (Qo515 + %5q5)- 
Boo Sas _ 2Vdp3B (25) + Py A (25) (09545 + 5 5qs )- 


Die erste dieser Gleichungen liefert: 


D (x4) = $8" (cd, — 006); 
in den beiden anderen fiihren wir an Stelle von A und B die GréBen o 
und @ ein, vermége 
A=osing; B=ocosp. 
Addition der beiden Gleichungen — nach Multiplikation mit A baw. B — gibt: 
o’ = 2V8-p}-e, 


und da nach (11): v= 4; 6,, = a,b, — 2 = : 


Qo % 


(t,t, +4 p§ es), 





so folgt: 
Qa, Vdz5; 
wo a, eine Integrationskonstante ist. Analog ergibt sich: 
gy’ =p, St tady 
33 


Somit erhalten wir als allgemeinste Lésung der Differentialgleichungen 
(wenn wir von Translationen absehen): 


wa C 00% 


Y= Op} (Xt, — X, 1%, + o9d, — Qg¢,) + e sin [p, (QoX, + %X,) + 9+ yo): 


Sie mu8 auch alle nicht angeschriebenen Differentialgleichungen fiir y er- 
fiillen. Durch die Gesamtheit der Differentialgleichungen kann y namlich 
nur bis auf Drehungen und Translationen bestimmt sein und die vorstehende 
Lésung enthalt dementsprechend die erforderlichen willkiirlichen Konstanten, 
die auch vollkommen willkiirlich bleiben miissen. Wir wollen schlieBlich 
noch die Normierung a,,—1, auf die es bei der Separation nicht an- 
kommen kann, riickgingig machen und betrachten demgema8 g und ¢ als 
willkiirlich vorzugebende Funktionen von 2, allein, durch die sich auch 

































(15a) 
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natiirlich dann a,, 6,,c, ausdriicken, was wir aber nicht naher ausfiihren 
wollen. Abgesehen von Drehungen werden die kartesischen Koordinaten: 

Y, = o(%,) cos |p, (o9.X, + 9X.) + y(25)]; 
(14) ¥, = O(%,) sin [ p, (Oo.X, + 9)X,) + p(25)]; 

1 

es Zp, 2a" — Xt, + Gd, — Qo¢,}- 
Darinnen sind an Stelle von X,, X, noch einzufiihren: 

X, = tt Mz (Zz); xX; = XT l, (2). 


Fall Il,. Er ist der von Stickel behandelte orthogonale Fall. dem 
das Linienelement zugeordnet ist: 


|\Py Pa Ps 
, dz? , dz} dz? ) | 
e-& ae Taal (1 ts % 
. § 2 
wobei 9, = ,(7,); Py = Pa (Ze); ---3 Uy = %(%1)3 Ve = %q(%_) usw. Die 
Komponente [12, 12] des Kriimmungstensors ist: 
—D-g aD Pas { ie es oe :} 
(9: — 2) (Gea—G) 9%, W—% \(%—%s)(%s—%) (4d -@)” 
D-qf aD 1 eDeaDd 
oe ae ese ie 0. 
(qd: — Ge) 2) GW—Wg C%, C%, 
ae slate aD aD 
Dividieren wir mit gig; und setzen D, = —-; D, = —, so kommt: 


_—” = 045 
— wwe . Gee at , 
(G@:— 4%) (Ge—%) | (q,—qe)* | %—% (Ge 4%) (Gs —%) 





2 (%— a)" 
Dazu kommen die beiden Gleichungen, die durch zyklische Vertauschung 
der Indizes hervorgehen. 
Wir setzen g, = 9,+ 2; 9,=%+y- (15a) geht dann iiber in: 

(15) (x—y)*{x-DD,+y-DD,—x-y-D,D,} —D*(z*+y*—z-y)=0. 
Wir entwickeln nun D, D,, D, nach Potenzen von z,y; (15) geht dann 
in eine Potenzreihe in x,y iiber, deren einzelne Koeffizienten fiir alle 
Werte der Variablen g, verschwinden miissen. Wir erhalten: 
D = 2( 95 (9s) — Pa (Ga)) — 9 (1 (91) — Pa (Gs) 

=2(9,—e.+9-9+ 507+...) +9(%—%.-2-91- Fer —-.), 
D, = 95 (9s) — Pa (Ga) — ¥°%3 (93) 


, , e y* ” ’ yz" 
=%—%+9(M%—%)+ Sorter —tyer — For... 


D, = =: 93 ( 93) — (%1 (91) — a (Gs) . . n 
, ’ w , ty ” z ” zx ” 
= Py — Py + B(Fy — Pi) + TY, + OPPs +++ — Ha — HM 





D* f 1 1 \_ Ps 
%a— %% 





0. 
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Jene GréBen, bei denen kein Argument angegeben ist, beziehen sich auf 
das Argument g,. Das Nullsetzen der Terme niedrigster (4.) Ordnung 
liefert: 


(2(@, — Pa) + ¥(. — ¥))* + (2% — 9)" (Ms — Ha) (Pg — Y,) =O. 


Fir z=y kommt 9y,=9,, wodurch auch fiir z+ y die Gleichung er- 
fillt ist. Die andern Kriimmungskomponenten wiirden entsprechend er- 
geben: y, = ,, und wir setzen demgema8: o, = 9, = 9, = y(q,) fiir 
alle Werte des g,, wodurch auch 9 = 9” = gy" = (gq) wird. Es 
vereinfacht sich daher D zu: 





” \n 


D=2-y{% (y- z)+2%-(y? — 2*) +... + £2 (ys-a— 28-1) +...) 





und entsprechend D, und D, zu: 


| D,=9{o"(¥-2) +5 (G-2)+...+- 5, 4-2) + = 


ta—iyi\ s 
D,=2{6" (v- 3) + (8 -F)+-- +e) +}. 


(15) wird nach Unterdriickung eines Faktors x* y*: 


2 ws . (a) . 
| (r— v)*{(F(y- 2)+- a (y*—2*)+...4+ 4 (y*-1— z*-1) +...) (Fe"(y—2) +... 


n! 


re att p™ (yn-1 — x*-1)) - (p” (g a z) rN _- (© = z*) : 
+ nC VO 0+ Lge) 


we - “ ’ (m) 2 2 
— 2-y)(%(y—2) + Fe (9? — 2%) +... + Se (yt— 20-4) +...) = 0. 


Die 4. und 5. Potenzen verschwinden identisch. Als Koeffizient der 
6. Potenzen aber kommt: 


39". gp” a ” dis == 
und durch Integration: 


1 

?~ia+8 + Cq,+D. 
Da sich nun die Koeffizienten des Linienelements nicht andern, wenn man 
an Stelle von g;: Ag;+ B setzt, ferner da der additive Term Cq;+ D 
unwesentlich ist, so kénnen wir allgemein setzen: 


Paar 1 
(16) aAn-> 

Wir werden spater erkennen, da dadurch die drei ersten Kriimmungs- 
komponenten identisch verschwinden miissen, und gehen daher gleich zur 
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Betrachtung des zweiten Tripels derselben iiber. Es kommt fiir (31, 12] = 0 
unter Verwendung von (16): 
2 {97 (%a— 9s) 93 +95 (G2 — 91) 92} (Gs — 1) (91 — 92) (9s — Gn) 13 In 
= 95°93 3 (Gs — 4%) {93 (91 —%) +93 — aa ts Foy i q)} 
+ 95° (9s — 49%) 93 92 +495" G2 GF (91 — %)* {9 (9 — (93 — 4% 42) 
ore 4(q, = q:) "ip °" ft 
Wir betrachten g/ als Funktion von g; und setzen demgema8: 
q,°= (9%); 2a7=w;(q); 
auBerdem wie friiher: g, — 9g, +27; %=%+¥Y; %—%=2—y, dann 
kommt: 
{wry (9 +y)*4 w32 (9.4 Fd -e-ale ~¥) 93 (G+) (G+) 
= w,(y—2)* (9, +9)’ (+2) 
+ 1, 93 (4 +9)" -y* {x(q ry) + (dg+ 2)" — 42 (9, +9) — 42(y — 2)} 
+ 10593 (gg-+2)° 2*{—y(g, +2) — (g2+¥) +%(9+2) — 4y(y—2)}. 
Entwickeln wir wieder w; nach Potenzen von z bzw. y, und nehmen 
die Glieder niedrigster (3.) Ordnung, so muB: 
w,(q,) y* (32 —y) — w,(9,) (By—2z)a 
sein. y= gibt: w,—w,; somit: w,(x—y)*+w, (¥— 2) = 0; d. h. 
w,=w,. Wir haben dann w, = w,=w,=w(q,); w,”(q,) = we” (gs) 


(n) 


= w,;" (q,)=w"(q,). Die Glieder 4., 5,, 6. Ordnung verschwinden da- 
durch von selbst. Die Glieder 7. Ordnung aber ergeben: 


24 w,(y—2z)* =0 


w””" gi — 8w”™ g} + 36 w” g? — 96w’ gq, + 120w = 0, 
eine Gleichung, deren allgemeines Integral offenbar ist: 


w = (a+ bq, + cg? + dq?)q? =q,". 
Wir erhalten damit folgendes Linienelement, wenn wir an Stelle von 
Z,, %, Z, die Variablen g,, g,, g, einfiihren: 
(G — 4) (41 — 4s) (G2— %) (42 — %) (4s — %) (4s — 9) 
ds? — 2-H) \% wd dq? + \#— 4&1) \%— %) 2 
qs Ie % 0" ee a % anna °% 
1 





da ja D= ——- (9; — G2) (%, — Us) (Gg —9g)- Ersetzen wir endlich noch 
1 ie 28 

q; durch = und setzen f(¢;) = ag? + bq? +-cq,+d, so wird das Linien- 

element: 

(17) ds? — ‘& —%)(%— h— 4s) g gs + ( G2— % (9a — 9) dg? + —%)(%— ts 4%) Gq? 





f(a) f (4%) ~£(4s) 
Sollen die Koordinaten reell sein und ist etwa g, > g, >g,, so muB 
f(q,)>0; f(¢,) <9; f(g.) > 0 sein und daher f, da es von ungeradem 
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Grade ist, drei reelle Wurzeln haben. Wir haben als allgemeinstes Koordinaten- 
system elliptische Koordinaten [nach (17)], eingeschlossen natiirlich allée 
méglichen Ausartungen derselben. Es ist klar, daB fiir dieses Linien- 
element alle Kriimmungskomponenten verschwinden miissen. Wir haben 
nun noch den 


Fall Il, zu behandeln. Da das Linienelement sich hier in der Form 
schreiben laBt: 





—b 
ds* = (a, — b,) (da? + day) +2—3.aXy, 
wenn X, die Funktion bezeichnet: 
(18) X,=%+h+m, 


so miissen wir es hier — das Linienelement ist orthogonal — mit einem 
Sonderfal] von (17) zu tun haben. — Dem Linienelement entsprechen ent- 


weder elliptische Koordinaten von Rotationssymmetrie, oder elliptische 
Zylinderkoordinaten, in Formel: 


yp (tearm), ya (+m) (Om) 














cos* k X.; 
. a*—>* . a e 
yg — Ot) (O° +) sin* k X,; 
(198) : o— i 
ds* = uu %, ——+, Pe 2? + ; ea AS. x? 
4(a" +m) (0° +m) * | 4(a*+a)(0%+m) * 
+€ Tees He) eax, 
bzw. 
P *+2,) (a*+ b°+2,) (d" 
| t-Sar ae? a Ys = kX; 
(19b) 
P 1 4 —% z— 2 2 
ds* = — 4 dz? ; bd, . 
| z rates *+2,) (b° +2) ato Fa) 0a ) }+ . 


Sowohl in (19a) als auch (19b) ist X, durch seinen Wert (18) zu 
ersetzen. 


Damit haben wir in allen Fallen die Separationsvariablen ermittelt 
und wenden uns nun zur Bestimmung der Kraftefunktionen. 


§ 4. 
Die Kraftefunktionen zu I. 


Im Falle dreier Freiheitsgrade lauten die Dall’ Acquaschen Bedingungen 
fiir die Kraftefunktion U: 








kh=1, k=2; und A—1, k=8: 
(YUL: DV, SMV, | 
=: = Zr V:, ZV"; SV; W. W, FD es , : 
dz, | 72 | D 
SULW:, SV: Wa 2M 
wo D* =|\a,,|| = Kale |, oder nach 
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a0 aU 80 dare’ , 
ie a , ak &Y | ot : 
Ox, Oz, O(E+h); @ Oz, Ox, 0 (7, 1° +k); 
8 
aU = m { ph? Spx a 1 are nn) — 
(20) x, < =0 (th, k); Ox, 26 ex, 2 ax, 
stk 
a2 - 
90 ou 57 gah 2Gen 4}. ou rk 7 Grk = (0 
Oz, 0x, © Ox _ Oz, x, — oz, 
stk rth 


Wir betrachten der Reihe nach wieder die vier Fille. 


Fall I1,. Die Gleichungen (20) reduzieren sich wegen ser! =0 
(k=1,2,3; r,r’+k) auf die Pays ? 
aU a0 au { = wa da, a = 
la,” im > Om {a0 an = * ane as} — 0a, 02, 
Da nach (8) a,,= 5) U,-V, usw., so wird die mittlere Gleichung fiir 
h=1 


Analog kame 


Im allge 





wy | Va Vs | 
| ode athe 
| W,, W,, Ws 
fir h=—2 und h=83: 


a0 
dz. 








7|2 Wi, EVs W,, S WW. 
> ULV. 


Oz, peer 
P. U; W,, 





» § 


einer kleinen Umformung: 


” | 


W,’, We, Ws 
Wy, Ws ? Ws 
V;, Vs; Vs 


> 





U;', Us» Us | ‘ | Ws, We, We | 
aU , , , é 
dz, U1, Us, Us _ Ox, Wi, W;, Ws |= 0; 
W;, Ws, Ww, U;, U:, Us 
au Uy, U; Uy au Vi, Vs, V, Vs | 
Ia, U1» Us, Us = Oz, Vas Va» V V; a = 
V3; Ve, Vs U;, U2, 
meinen ist daher — ~ — 0; U=konst. Bei be- 
2, Oz, Oz, 


sonderer Wahl der U;, V;, W; jedoch kann ein Potential a 


a) U soll von x, abhangen kénnen; ot 0; 


Dann muB sein: 


U _.? 


” Om, 


? 7 =0; U=(z,). 
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re | [we mew 
(21) Vi Vs Vs _— W,, W;, W; |= 0. 
wi, Ws, Ws | | lv, Vs; Vs 


Differenzieren wir die erste der Gleichungen nach z,, so folgt das Be- 
stehen der drei Gleichungen: 


id ” 


Va» Va» Ve | |Vas Var Ve| (Var Ver Vol 
Vi, Vav Vs |=|Vir Va, Ve |=|Viv Ve, Vs | =0, 
Wi, Wer Ws| |Wi, We, Wel | Wi, Wa, Ws 








welche, als Bestimmungsgleichungen fiir die wegen D +0 nicht samtlich 
|V: Va | |Ve Vs | |Va Vs | 


verschwindenden Unterdeterminanten Pits 
|W. We \” | We Ws\” |W. We 


aufge- 





faBt, zu dem Resultat fiihren: 
\Wa", Va» Vo |W.", We, We 


'V:;, Ve. Va |=0, |Wi, We, We |=0. 
i .%. |W, Wa, We 
Die zweite Gleichung leitet man analog der ersten ab. Es folgt aus 
beiden Gleichungen, daB sowohl die V; als auch W; linear voneinander 
abhingig sind; d.h. wenn Wi (3), w,(z,) bzw. x (z,), 74(%,_) beliebige 
Funktionen sind, so muB sein: 


(21a) W= Ys (ty) + 0,4 (25); Y= My X3(%q) + Hq (Zs). 
Durch Einsetzen in (21) kommt: 














” on { | % % % mm | 
Xs Xs , ’ = 0 
ff Vi| Ha My By) Yel Hy Me Hs) = 9, 
.m m, M, M, m, M, M, 
bzw. 

yf? ” My for) Msg Mm, mM, ms | 

Yi Vo ’ , 

» 0 19 ta] % Me "sit tal % %e "s/f =9- 
va Vs NM, Ny Nz NM, Ny Ng 














Wir kénnen offenbar y,, y,, 7,, 7%, 21s linear unabhiangig voraussetzen; 
waren etwa y,,y, linear abhangig, so wire dies adquivalent mit etwa 
n,=0 oder y,=0. Dann folgt aus den letzten beiden Gleichungen, da8 
die vier dreireihigen Determinanten darinnen einzeln verschwinden. Aus 
ihnen folgt leicht: 


(21b) ¥,=au,+bm; n,—cu,+dm,, 


wo a, b, c, d feste Zahlen sind. Dadurch sind alle Bedingungen erfiillt. 
Man sieht nun leicht, daB die Flachen z, = konst. Ebenen sind infolge 
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von (21a) und (21b). Fiihren wir sie als || zu der y,, y,-Ebene ein, 
so kommt: 


(22) + "nea s ,=U,+V,4+,; ¥,=U,+V,+4,; U= 9, (ys). 


b) so +9, in THe, 79, U=9(z,)+y(z,) [nach (20)]. Nach 


(20) “a dann a** = 0), ferner wegen 


|Or Uy Us| | M% Me Vel |W We me | 
We We We | — |W We We |= lw, We We | 
Ww we” Ww" | Wi We We |W, We W,'| 
W, 
und wegen D + 0: | 
\W; 
noch die Gleichungen: 


U; U; Us| | Vi Va Vs 
U; Us Us|=|V; Vs Vs |=0 
(Ws We We| | Wi We We 
za erfiillen. Die Linien z, = konst., xz, = konst. sind offenbar wegen 
W,=y»,W(x,) Gerade, die wir zur y,-Richtung machen. Dann ist 
y¥, =, =0; », etwa = 1. Aus den vorhergehenden Gleichungen kommt 
dann: U, =A, Up; U,=4 Ue; V, = 4,¥.; V, = 4 Vp- a**=( aber 
+ U, V, + U, V, =0 oder 4 A, 4, +4gu, = 0. Die Linien z, = konst., 
= konst., cbeneo x, = konst., z, = konst. sind demnach ebene Kurven. 


dna wir die y, y,-Ebene || zu den Kurven z, = konst., x, = konst., so 
kommt: 





aA =0, dh. W,=—»,W(2,). Es bleiben dann 
- 


(23) y=U,; y=J,; — + ¥, Ase U = 9, (¥,) + Wi (Y)- 
c) Den dritten Fall £7 + 0; — = +05 5 “Ss U +0; U= ¢(2,)+y(x_)+x (25) 


[nach (20)] itibersieht man ethene "Die Separationsvariablen sind dann kar- 
tesische Koordinaten. Zu ihm gehért der Fall der anisotropen elastischen 
Bindung. 

Fall II,. Wir wollen hier gleich das allgemeine Linienelement II, 
zugrunde legen. Die Determinante der Koeffizienten des Linienelementes 
ol D=(1-—I1 ~~ (vgl. 8.284). Die in (20) auftretenden Koeffizienten 


ya on oot — ae °Ckk werden (bis auf nicht verschwindende Faktoren) 
ad 9 
“een =2: =m%; h=2,k=1: =I, 
hm 2; b= B: = 65 (dy, — Libya) + 45 (Sun — LS) 


h=1;k=3: = C5 (549 — m, 3aq) + dy ( kt): 
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ferner die Koeffizienten in der letzten Gleichung (20): 


Ody, , a 2 ’ ’ , re , 1—t 
yt et +g Se = { (mia, + €5) (Bas — 494g) + (5 +1 €5) (By — 4 Pun) } , 








0a, Oax, ’ re , fn, a ’ 1— ‘m. 
” ay +o" —{(a, +1, €5) (Syg — 4,541) + (0, bg + ey) (Ogg — X44.) >= . 


Ist nun m,, 1; +0, so folgt aus (20): ka 
(24) U = x (2). 
Alle Gleichungen (20) erweisen sich als erfiillt. 
a) Es soll U auch von 2, abhingen kénnen. Dies fordert aber nach 
(20) das Bestehen der Gleichungen (wegen eS + 0): 
m;=0; dh. mj =konst.; a'* = 0 = 4,, — mjd,,; 
Cy (34g — my Dy) + dy (3, — m, d,,) = 0; 
(‘my ay + €5) (84, — My By) + (By + 1m, €5) (34g — My Byy) = 0. 
Hieraus folgt: m; =?: geht man damit in die erste Gleichung ein, 
so kommt: c, d, — c,d, =0; somit: 
(25a) cf=4,c'(a,); d, =A,c (2). 


Die beiden Gleichungen werden mit Benutzung der Werte von c;, d, sowie 
der Gleichungen (11) und (12): 


A, (€, + m5 a,) — 4,(b, + ms e,) = 0; 
(ms Qo + %) {t, — M,t, +e (A, + mg ,) (Ay 5 — Qo 4,)} = 0. 


Aus der ersten Gleichung folgt durch Differentiation nach z, und 
Verwendung von (11): 


(Ms Qo + %) (O94, — % Ay) = 9; Ay T Fy — My QA, t, = 0. 


Wir haben zwei Méglicheiten, diesen Bedingungen gerecht zu werden (von 
Proportionalitatefaktoren bei den 4 kénnen wir offenbar absehen). 


1. MOQ+%=0; A=—y; A4=%, 
2. mt,—t, =0; A, =o; Ay = Qo- 
Dann sind samtliche Gleichungen erfiillt. Im ersten Falle wird 


(25b) 


, 1 
d=(1—4c * p2) (dy T + %)°3 


im zweiten 6= 4,, — 4c’ p?. Um zur Kraftefunktion selbst zu gelangen, 
bemerken wir, daB: 





da a 1 atko , ’ 
” on, +a™ =" no i- Pr {ty — mgt, + (09d, — 905) (Cz + mg d5)}. 
1 2 
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Im zweiten Falle verschwindet der Ausdruck rechts; im ersten Falle aber 
wird er: 








4pi 7 a oe ss r . 9F Sas 1 
Vi (1—4p}e’) = i {3 9, Ba (Gat + ts) 5. 


Mit Hilfe dieser Relationen findet man aus der letzten Gleichung (20): 


o (2a. ) 

1 U= EY 4+ (2 : 
(25) 555 y ‘ 3) 

2. U=¢(2,)+ y(2;), 
wo p und wy willkiirliche Funktionen sind. . 

b) Soll U von allen Variablen abhangen kénnen, so mu8 auch 
i’ = m” = 0 und das Linienelement orthogonal sein. Da wir 1, = m, = 0 
setzen kénnen, so mu8 ef = d, = e, = 0 sein, was wegen (11) zu der 
Gleichung fiihrt aj = 93 Va,, da etwa o, = 0 gesetzt werden kann. Man 
sieht leicht, daB das Potential die Form hat: 
U= ee + 4(%_) + v(5)- 

Dieser Fall b) mu8 sich iibrigens auch als ein Sonderfall des Stackelschen 
ergeben. 


Fall Il,. Fiir ihn gibt Stickel®) das Potential: 


(26) Um 26%) 4 20%)» ws) 
M, Gq § Oy 
, , 
Fall Il,. Hier ist a**—0; a®= —- h - g@ a ———*-. Nach 
a,—6, a, — b, 
(20) sind noch folgende Differentialgleichungen zu erfiillen: 
1290 2 _ 4300 WU _ 
Ota, ta, "© ia, 30, 7" 
aU {a éa,, 23 FQ, da aU 0a, G* Ia. | 0 ay, 
CGrn | 88 7%: | _ is7%s | 4 Sen, 089% | n- 
Pat 2 dz, © dz, re tb =e Oz, | 2 Om re at} 0; 
aU 23 Oy qt 24s a0 qi3 4 33 941s 
3 a T¢ 2} mt az, ig ft} =0. 


Im allgemeinen ist demnach = = 0, U von z, also unabhingig. Da 
3 


qt 2G | 18 9G _ » . qt 242 4 4 23 2m _ ay 
aa, | dx, a,—b,’ ez, dz, a,—6,’ 


so geniigt U der Gleichung: 


a*U b ww, af 3 


62,02, 4,—b, 02, ' a,—b, 02,” 


®) Vgl. hierzu: Charlier, Mechanik des Himmels I, 8. 84. 
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woraus 


_ 9 (%,) +2 (4) 
do 4,-h ° 


(27) 

Soll U auch von z, abhangen: aA +0, so muB demnach a* = a™ = 0 
sein; wir haben den orthogonalen Fall, fiir den wir schon das Potential 
angegeben haben. Auch wenn = i 0 ist, hat U ganz die Form der 
Kraftefunktion des Falles II,. 


Wir wollen nun noch im Falle II, die Funktionen gp, 7, y 80 zu be- 
stimmen versuchen, da8 U der Laplaceschen Differentialgleichung 4 U = 0 
geniigt. Wir legen das Linienelement fiir elliptische Koordinaten 

_ 1 wUz) (4—r) 559, 7 ; va ve ot 
ds*=— Dd’ Fay aes F(A) = (a* +4)(b* +A)(c* +2) 


mit den kartesischen Koordinaten 


y? __ (a* +4) (a* +m) (a* +7) 
, (a*—b*) (a*—e*) 
y? = (b* + 4)(b° +n) (b* +4) 
’ (b*—a*)(b* — e*) 
a = (ce? +4) ¢e*+)(c*+¥r) 

& == 





(e*—a*)(c*—b*) 


zugrunde, so da8 also U die Form hat: 


| = s Aes 


vas @; (A) Pe(#) ,  %(r) _ 
=) uv ~ (A—p)(A—v) * (u—v)(u—d) | (vr —4)(¥—2)° 


Gehen wir mit U in die Gleichung 4 U = 0 ein, so la8t sich durch ein 
dem auf Seite 288 ff. befolgten analoges Verfahren zeigen, daB die Funk- 
tionen gw durch die Ausdriicke gegeben sind: 


9”, = Vi(r) f 9") dy 4+ Dy VE); 
Vii »)° 


29) a = Viw) [au + D, VCH); 


f(#) 


i= VACA) fo di + D,Vf (A), 
Vf (a)* 





wo g, eine beliebige ganze Funktion 4. Grades, D,, D,, D, Konstante sind. 
Den Fall II,, wenn wir auch hier die Forderung 4U=0 stellen, 
brauchen wir hier nicht gesondert zu behandeln, da er im Falle der 
Rotationssymmetrie (vgl. 8.291) auf das ebene Problem I, zuriickkommt, 
allgemein aber sich iiberdies als Ausartung von II, ergibt. 
Mathematische Annalen. @1. 20 
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Zusammenfassung. 


Wir haben im vorhergehenden fiir Ebene und Raum die allgemeinsten 
Separationsvariablen bestimmt fiir den Fall, daB wir von diesen durch 
Punkttransformationen allein zu kartesischen Koordinaten iibergehen kénnen. 
Desgleichen haben wir die Kraftefunktionen ermittelt, bei denen eine 
bedingt-periodische Bewegung eintritt. Diese Kraftefunktionen kénnen wir 
noch in kartesischen Koordinaten ausdriicken und kommen dadurch zu 
einer Ubersicht aller durch Punkttransformationen separierbaren mecha- 
nischen Probleme eines freien Massenpunktes. 

I. Zwei Freiheitsgrade: 

1. U=f, (9) + fa (Ys)s 
2. U=f, (yl + yg) + pel), 
S ve fi (ti tt.) + fe (1, — %) 
TT 
festen Punkten der Ebene bezeichnen. 


II. Drei Freiheitsgrade: 
1. U= f,(¥) + fe (Ye) + fa (Ys), 
2. U= f(y? + 93) + 2h) + f(y), 


yit+y? 
P fi(titte) +he(ti—tre) , fe (y¥rl¥e) 
8. UH! 2 2\"1 2 3 uve! 
TT, * yity 


, wo r,,7, die Entfernungen von zwei 


wo r,,7, die Entfernungen von zwei festen Punkten der y,-Achse be- 
deuten, oder auch die Entfernungen von zwei zur y,-Achse parallelen 
Geraden, in welch letzterem Falle an Stelle des letzten Terms von U eine 
willkiirliche Funktion von y, tritt, 

fs (*) 


+: =} 


a f(A) fe (#) 
4. "s (y—A)(v—p)’ 


—u) Gr) * (u—¥) (p29) 


A, w, » = elliptische Koordinaten. 


Die vorstehende Ubersicht gibt die allgemeinsten bei den einzelnen 
Formen des Linienelements méglichen Kriaftefunktionen. Sind f,, f,, f, 
ganz willkiirliche Funktionen der angegebenen Argumente, so sind die 
Separationsvariablen immer die orthogonalen Ausartungen der zu den 
Fallen I, bis 1, und II, bis II, gehérigen allgemeinsten Variablen. Werden 
die Kraftefunktionen spezialisiert, indem man z. B. in II, f,=0, oder 
f, =f, =0 setzt, so werden dafiir die Variablen allgemeiner. Da nun aber 
jeder orthogonale Fall eine Ausartung des allgemeinen orthogonalen Falles 
IT, sein muB, da, wie Stickel gezeigt hat, die Voraussetzung eines ortho- 
gonalen Linienelements stets auf die Form II, desselben fihrt, die ortho- 
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gonalen Unterfalle der einzelnen Linienelemente aber die allgemeinsten 
Krifte geben, so folgt: 

Jedes separierbare mechanische Problem eines freien Massenpunktes 
ordnet sich dem Stdckelschen orthogonalen Falle unter und mu durch 
elliptische Koordinaten oder eine threr Ausartungen separiert werden kénnen. 

AuBer den bekannten separierbaren Problemen: Erweiterter Lissajous- 
fall (I,, Il,); Fall der Zentralkrafte I, (f, — 0), Il, (4, = 0 und die festen 
Punkte fallen zusammen, so daB r, = r,), einer Kombination von beiden 
Il, (f, =), sowie dem Problem der zwei festen Zentren I,, II,, wo die 
Funktionen f, und f, proportional ihren Argumenten sind und f, = 0, 
gibt es eine Reihe allgemeinerer Kraftefunktionen, die Separation zulassen 
und die in II, enthalten sind. Man erkennt jedoch, wenn man den Funk- 
tionen /,, f,, f, in Il, die Werte (29) gibt, so daB also 4U = 0 ist, an 
der Art der auftretenden Singularititen, daB falls a® + b* +c", U nicht 
mehr das (negative) Newtonsche Potential diskreter Massenpunkte dar- 
stellen kann, so daB also Hinkdérperproblem und das Problem der zwei 
festen Zentren die einzigen sind, die Separation zulassen. Dagegen kann 
II, wohl das Newtonsche Potential einer kontinuierlichen, im Endlichen 
gelegenen Massenverteilung sein, deren Begrenzung im Grenzfalle b* = c* 
in zwei sich beriihrende Kugeln zerfallen muB. 


(Eingegangen am 15. 6. 1923.) 


20* 








Der Kompositionsbegriff bei den quaterniren 
quadratischen Formen. 


Von 


H. Brandt in Aachen. 


In der vorstehenden Arbeit geben wir fiir die quaternaren quadratischen 
Formen mit ganzen rationalen Koeffizienten eine Definition des Kompo- 
sitionsbegriffes, der dabei ahnlich aufgefaBt wird, wie ihn Gau8 fiir die 
binaéren Formen aufgestellt hat*). Dieser Begriff wird im besonderen auf 
primitive Formen gleicher Diskriminante angewandt. Es werden die not- 
wendigen Bedingungen angegeben, welche fiir eine Form bestehen miissen, 
die in eine derartige Komposition eingeht. Dann wird gezeigt, daB die 
notwendigen Bedingungen auch hinreichend sind. Der Beweis hierfiir liefert 
gleichzeitig fiir eine beliebige diesen Bedingungen geniigende Form 18 
bzw. 24 verschiedene Kompositionen, wofiir am Schlu8 zwei Beispiele bei- 
gebracht werden. 

Ein Teil der Resultate der Arbeit findet sich bereits in meiner Disser- 
tation*). Sie sind aber hier des Zusammenhangs wegen und weil der friiher 
benutzte Kompositionsbegriff unzureichend war, neu hergeleitet worden. 


§ 1. 
Bezeichnungen und Hilfsbetrachtungen. 


1. Da die Bezeichnungen in der Zahlentheorie der quadratischen 
Formen nicht einheitlich sind, stellen wir zuniachst die im folgenden ge- 
brauchten Bezeichnungen zusammen. Dabei haben wir es nur mit quater- 
naren Formen mit ganzen rationalen Koeffizienten zu tun. Die eigentlich 
primitiven Formen und die daraus abgeleiteten (d.h. durch Multiplikation 
mit einem ganzzahligen Faktor entstehenden) werden von erster Art, die 


*) GauB, Disquisitiones arithm. art. 235. Werke I, 8. 242. 


*) Zur Komposition der quaternéren quadratischen Formen. Journal fiir r. u. a. 
Mathematik 148 (1913), S. 106 = Dissertation StraBburg 1912. 
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halb genommenen uncigentlich primitiven und die daraus abgeleiteten von 
zweiter Art genannt. Wir bezeichnen Formen der o-ten Art, wobei o = 1 
oder 2 ist, durch 


A ((x)) = * Say, 2%, ) 


Ld 


Dabei heiBen in Anlehnung an Minkowski die Zahlen * ay » =a, die mitt- 


leren, die Zahlen = Epp (4 +») die settlichen Koeffizienten. Speziell ist 


1 = : . ‘ . 
=~ Goo = a, der erste Koeffizient. In kleiner Abweichung hiervon heiBt 


a* A 
02; OX, 
von A, D=|\a,,| die Determinante von oA. Demnach ist fiir Formen 
erster Art 4—16D, wiahrend bei den Formen zweiter Art A mit der 
Determinante von 2A iibereinstimmt. Der gré8te gemeinsame Teiler der 
Koeffizienten heiBt der Teiler der Form; ist kein solcher Teiler vorhanden, 
so hei®t die Form primitiv. Die primitiven Formen von gleicher Dis- 
kriminante und gleichem Tragheitsindex werden in Ordnungen eingeteilt. 
Die Ordnung der Form A wird durch die Ordnung der Form oA im Sinne 
von Minkowski, also durch sechs Invarianten 0, , 0,,0,; 6, ,6,,6, bestimmt‘). 

Die Begriffe adjungierte Form, eigentliche und uncigentitehe Aquivalenz, 
Klasse, entgegengesetzte, ambige Klasse verwenden wir in dem iiblichen 
von Gau8 gepriagten Sinne. Dabei wird die Klasse durch denselben Buch- 
staben bezeichnet wie die Form, welche sie reprasentiert. 


a;,|| die Koeffizientenmatriz von oA. A = ist die Diskriminante 


: ' hae 
Soll eine einzelne numerisch gegebene Form A ((x))=— »' a,, x, 2, 


durch ihre Koeffizienten bezeichnet werden, so kann das durch Angabe 
der Koeffizientenmatrix geschehen. Da hierbei aber sechs Koeffizienten 
doppelt erscheinen, ziehen wir ee Bezeichnungsweise vor. Wir setzen 


2 / 
zur Abkiirzung fiir die Koeffizienten ~ Gpp = (UH), —~Quy= (er), (UY) 


und bezeichnen dann die Form pas das Schema 





01, 02, 03 
A=]00, 11, 22, 33], 
23, 31, 12 











in welchem in der ersten und dritten Zeile die seitlichen und in der zweiten 





*) ¥ bedeutet eine Summation iiber die Indexwerte 0, 1, 2, 3, >’ eine solche 
iiber 1, 2, 3. Summationsindizes werden durch i, j, k, feste Indizes durch u, ¥, 0,7 
bezeichnet. «, » nehmen die Werte 0, 1, 2, 3, o, « nur die Werte 1, 2, 3 an. 

*) Minkowski, Grundlagen fiir eine Theorie der quadratischen Formen mit ganz- 
zahligen Koeffizienten. Gesammelte Abhandlungen I, 8. 12. 
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die mittleren Koeffizienten stehen. Soll wie gewéhnlich die Form ledig- 
lich als Reprasentant einer Klasse dienen, so schreiben wir statt des 
Gleichheitszeichens das Aquivalenzzeichen ~ . 


So werden z. B. die beiden Formen 
423+ 523+ 823+ 1023+ 2(2,27, + 2,2,), 
822+ 623 + 723+ 1423+ 22,(2, + 2,) +22, (2, — 22,) 


durch die Schemata 











, & Ff 0, 2, 2 
SS » s Wt Ss, 6G, 7, 14 
eS % 0, —4 2 

















bezeichnet. 


2. Wir haben es im folgenden namentlich mit Formen oA zu tun, 
welche eine quadratische Determinante und eine durch die Wurzel aus der 
Determinante teilbare Adjungierte besitzen. Fiir diese Formen, welche 
offenbar entweder definit sind oder den Tragheitsindex 2 haben, schreiben 
wir d= +VD und nehmen das Vorzeichen positiv im ersten und negativ 
im zweiten Falle. Dabei wollen wir im folgenden die negativ-definiten 
1 aD 


Formen auBer acht lassen. Wir setzen a,, = > pe 
“my 


und nennen die Form 





;x,, welche 


A ((x)) = . HA, BX die Reziproke von A(z) =+ 2 Fin Xi 
s 

Beziehung offenbar auch umgekebrt werden kann. Formen, welche eine 

ganzzahlige Reziproke besitzen, sollen K-Formen genannt werden. Eine 

Form bleibt K-Form, wenn man sie mit einem Faktor multipliziert, da- 

gegen, falls sie einen Teiler besitzt, nicht notwendig, wenn man sie durch 

diesen Teiler dividiert. 


Fiir die Invarianten einer primitiven K-Form (erster oder zweiter 
Art) findet man leicht die Beziehung 0, = t°0,, wobei ¢ den gréBten ge- 
meinsamen Teiler aller a,, bezeichnet. Diese Beziehung charakterisiert 
umgekehrt eine primitive Form erster Art auch als K-Form, besagt da- 
gegen fiir eine primitive Form A, welche von zweiter Art ist, zunachst 
nur, daB die Reziproke von 2A ganz ist. Da nun hier o,, wie man leicht 
erkennt, also auch ¢ nur ungerade sein kann, so mu8 die Reziproke von 
2A uneigentiich primitiv oder aus einer uneigentlich primitiven Form ab- 
geleitet sein, wenn auch die Reziproke von A selbst ganz sein soll. 

Bei einer primitiven K-Form zweiter Art kénnen die seitlichen Koeffi- 
zienten nicht alle gerade sein, also besteht fiir die Koeffizientenmatrix 
von 2A eme Kongruenz 
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| oS « «4 
| a 8 €’« 
, € ¢ «€ 





le. = 





| a. <= «4 ¢é 
wo die Zahlen e,, e{ Nullen oder Einsen bedeuten. Dann gilt aber fiir 
die Koeffizientenmatrix von 2% die entsprechende Kongruenz 





, , | 
a a * & || 
| 

| 


om 


0g @ 


» (3). 





, 
1 
, 

a 0 «4, 
, 


& 


2 
‘i.e @ | 
Das folgt sogleich daraus, daB die zweireihigen Minoren der einen Koeffi- 
zientenmatrix den komplementaren der andern gleich sind. 
3. Fiir die K-Formen fiihren wir noch einige besondere Bezeichnungen 


ein. Ist A((x)) mit der Reziproken U((x)) eine K-Form o-ter Art, so 
setzen wir 





| 
, | Qi, Aye ss Qo, yg — Aq9 | 
+ | *y 
a =] %ell = > || G12 — Ss Ae Mag + Ay |? 
|| Mg 2g Agg — Foy 33 | 
| ay Big Ag, 3 — Aog | 
a* =|\a;,|| = + || —a a Go, + Ap, || 
= || Gk ~ @ || 03 2 a3 7 01 ||- 
| 
| Gig + Agg qq — Ap, A335 


Dann sind zunichst diese beiden Matrizen stets ganzzahlig. Das ist fiir 
o = 1 selbstverstandlich, fiir o = 2 ergibt es sich aus der am Schlusse der 
vorigen Nummer gemachten Bemerkung. Ferner gelten, wie eine leichte 
Rechnung ergibt, die Matrizengleichungen 


1 
*¥o* — g¥ g*¥ — : 
a* a* = AF a* = ~% Ay Agg = Ay My, 


und fiir die Determinanten ergeben sich die Werte 


- : 1 Q 2 . oe ;.* 1 2 2 
o ("> Ait | = =] Foo Ago = Ap Ao ; @ | = | G%e| = Fa %00 G00 = Ap Ap - 


Weiter setzen wir noch @,, = do 4), — Aoo4or, 80 daB die @,, die Unter- 
determinanten im dreireihigen System ||a;,\| (¢,—=1,2,3) sind. Endlich 
schreiben wir zur Abkiirzung 
8, = % Ys — Tz Ye; 8, = Ty Y, — X,Ys, 83 = 1% Yq — TY; - 
Mit Hilfe dieser Bezeichnungen nimmt eine friiher von mir abgeleitete 
Identitat*), in der A((x)) = 2 Fy %; z, eine beliebige quaternére quadra- 
. t 





5) A. a. O. *) §§ 5 u. 7. 
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tische Form mit der nicht verschwindenden Determinante D =d° und 
einem von Null verschiedenen Koeffizienten a,, bedeutet, die folgende 
Gestalt an: 


A ((x)) A((y)) = 23 + SD 4:4 %,%; 
ik 
| % = D314; 2;Y,; 


ik 
, 1 57’ * 9 2 
2, = XY, — LT Yo + Ok 8% (t 1, 2, 8). 


Aog *; 
Ebenso gilt 


> 2 
— | hee he 


| A((x))A((y))=22+ >’ a 
ik 


, ee ’ 
(I) Zp = DO, TY,» 
? ik 
1 yy’ * 9 ¢ 
= 1 — 22Yo — — kr Sk t= 1, 2,3). 
z Zo Yo a ( 1 3 ) 
Ing E 


Die zweite friiher nicht angegebene Identitét entsteht aus der ersten, 
wenn d durch — d oder a,, durch — a,, ersetzt wird. 


§ 2. 
Die Definition des Kompositionsbegriffes und Folgerungen daraus. 
4. Wenn zwischen drei Formen A((z)), B((y)), C((z)) eine Identitat 
A ((x)) B((y)) = C((z)) 
vermoége einer bilinearen Substitution 


(M) Zy = DS) Mie Xj Ye 

ik 
besteht, wobei die Koeffizienten der Formen und der bilinearen Substitution 
ganze rationale Zahlen sind, so sprechen wir von einer Transformation 
und nennen die Form C in das Produkt der Formen A und B trans- 
formierbar. 


Wenn bei einer Transformation die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

1. die Determinanten = und ix , welche bis auf Zahlenfaktoren 
die Werte [A((x))]*, bzw. [B((y))]” haben, sind ohne gemeinsamen Koeffi- 
ziententeiler, 

2. ihre Vorzeichen sind positiv (d.h. die bilineare Substitution hat 
positive Signatur), 

3. die bilineare Substitution hat positive Art (siehe unten), 
so sprechen wir von einer Komposition und nennen die Form C aus den 
Formen A und B zusammengesetzt oder komponiert. Dabei heiBt C auch 
die komponierte Form, und A und B heiBen die zu komponierenden Formen. 


——_—_—_— 
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Da man bei einer Komposition offenbar jede der drei Formen durch eine ihr 
aquivalente ersetzen kann, so lassen sich diese Begriffe ohne weiteres von 
den Formen auf die Klassen iibertragen. Demnach nennen wir auch die 
Klasse C aus den Klassen A und B zusammengesetzt (oder komponiert). 

Aus der ersten Forderung ergibt sich, daB die Determinanten der 
rechteckigen Matrix | m, 5, (¢=0,1, 2,3; 74 = 00, 01, ..., 33) ohne ge- 
meinsamen Teiler sind, welche Bedingung — fiir bilineare Substitutionen 
in n Variablen formuliert — von H. J. St. Smith der Definition der Kom- 
position der zerlegbaren Formen zugrunde gelegt wird*). Die zweite und 
dritte Forderung ist gleichwertig der Bedingung: Die bilineare Substitu- 
tion M soll aus einer der beiden bilinearen Substitutionen 


Zo t2, My Tbes|| Vo ttt, Tq 62s || YoTtYy Yo TtYs || 
° ° — ° ° i ° ° > 
—Za+82Z, %— 82, — 2a tt%y L—t2,|| || —YettY¥s Yo—tY% || 
2 %)| || % %)) || Yo Ya 
2, % t, Vs Y: Ys 


dadurch hergeleitet werden kénnen, daB ihre drei Variablenreihen durch 
reelle Substitutionen mit positiven Determinanten transformiert werden ’). 
Die zweite Forderung hat Gau8 fiir die biniren Formen so formuliert, 
daB die zu komponierenden Formen direkt in die Komposition eingehen 
sollen*). Die dritte Forderung tritt bei der Komposition der quaternaren 
quadratischen Formen als wesentlich neu hinzu. Die Art kann durch das 
Vorzeichen der Halbdeterminanten gewisser alternierender Matrizen charak- 
terisiert werden®). Da die Art sich andert, wenn die zu komponierenden 
Formen vertauscht werden, hat die Beschrinkung auf positive Art den 
Sinn, daB eine Rethenfolge fiir die zu komponierenden Formen festgesetzt 
wird. Da8 dadurch die Gesetze der Komposition einfacher und schéner 
werden, wird sich erst beim weiteren Ausbau der Theorie zeigen. 


5. Wir bezeichnen die Teiler der drei Formen A, B, C durch a, f, y. 


*) H. J. St. Smith, Report on the theory of numbers. Part IV, § 105. Report 
of the British Association for 1862, 8. 503. Collected Papers I, 8S. 229. 

7) Vgl. Brandt, Uber ein Problem von A. Hurwitz, quaternire quadratische For- 
men betreffend, Math. Ann. 88 (1923), S. 211. 

8) A. a. O. *) Art, 235, 3. Folgerung. 

*) Brandt, Bilineare Transformation quaternirer quadratischer Formen, Math. 
Zeitschr. 20 (1924). In dieser Arbeit sind allerdings die Diskriminanten der drei 
Formen gleich vorausgesetzt. Man kann das aber, wenn es nicht schon der Fall 
ist, durch Multiplikation der Formen mit gewissen positiven Faktoren, die gebrochen 


oder irrational sein kénnen, stets erreichen, ohne die bilineare Substitution dabei zu 
indern, 
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Wenn dann C aus A und B zusammengesetzt ist, so besteht, wie wir 
zeigen wollen, die Beziehung y = «f, d. h.: 

Der Teiler der komponierten Form ist gleich dem Produkt der Teiler 
der zu komponierenden Formen. 


Erteilt man namlich den primitiven Formen — und B imu y prime 


Werte, so muB wegen der Identitait C= AB y in ef aufgehen, so dab 
«a8 = yy. gesetzt werden kann. Wenn y,> 1, so wiirde die primitive 


Form fiir alle Wertsysteme, welche die bilineare Substitution M liefert, 

wenn die zx, und y, ganze rationale Zahlen sind, stets durch y, teilbar sein. 

Das ist aber wegen der Bedingung, da8 die Determinanten | sc*| und |= 
7 


im Falle der Komposition zueinander prim sein sollen, nicht méglich. 
Erteilt man namlich den x, zuniachst ganz beliebige Werte und wihlt die 


y, gleich den Unterdeterminanten der ersten Zeile der Matrix =a so 
OV” 


| éz, - . . 
‘|, wahrend z,, z,,2, verschwinden, und wenn man die y, 


| O”UR 
ganz beliebig wahlt und die z, den Unterdeterminanten der ersten Zeile 


wird z, = 


Oz; 


——. |. wahrend wiederum z 
ar, 


“1: 


der Matrix || <*''| gleich setzt, so wird z 
il Oz, | 0 


Zo, 2s verschwinden. Da es statthaft ist, den ersten Koeffizienten der 
eae Cc . . 
primitiven Form y 20 Yo prim anzunehmen, weil das andernfalls durch 


unimodulare Transformation der Form ( erreicht werden kann, so miiBte 
jedesmal y, in 23 aufgehen, was wegen der Willkiirlichkeit der z, im 
ersten und der y, im zweiten Falle unméglich ist. Daher muB, wie be- 
hauptet wurde, y, = 1 sein. 

Zufolge des eben bewiesenen Satzes kann man, wenn eine Kompo- 
sition vorliegt, in der Identitat A ((xz))B((y)) = C((z)) die Teiler beider- 
seits fortheben und sich daher auf die Komposition primitiver Formen 
beschranken. 

Am wichtigsten ist dabei der Fall, da8 die primitiven Formen A, B, C 
gleiche Diskriminanten haben. Dann gehéren sie der gleichen Ordnung 


an, wie aus der Tatsache, da8 die Transformationsdeterminanten 
- ' ’ 
Is | = [A ((z))]” und | [B((y))]” zu jeder vorgegebenen Zahl prim 
Ye | Oxy! 
sein .kénnen, leicht geschlossen werden kann. 
6. Wenn bei der Transformation der Form C in das Produkt AB 


die Diskriminanten der drei Formen einander gleich sind, so hat man 
| 08; | ' 2 Oz; | a ; ‘ 
lay 1S msntsl—= E LACAN» | Ge,| = 12 Magy] = +[B(y))]* und 


|S m5.40;| = +[(€qo)}*, wobei © die Reziproke von C bezeichnet. 
| 
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Deshalb ist fiir diesen Fall die erste Forderung fiir die Definition des 
Kompositionsbegrifies der andern gleichwertig: die Teiler der For- 
men A und B sind zueinander prim. Sie ist also stets erfiillt, wenn 
eine der beiden Formen A,B primitiv ist. Weil © ganzzahlige Koef- 
fizienten hat, wenn das fiir die bilineare Substitution gilt, so sind 
nur Formen mit ganzzahligen Reziproken, d. h. K-Formen transfor- 
mierbar in das Produkt zweier Formen, welche dieselbe Diskriminante 
wie die Ausgangsform haben. Das wurde bereits friiher fiir die Formen 
erster Art ausgesprochen*®); doch bedurfte es hier lediglich der Einfiihrung 
des Begriffs der Formen zweiter Art, um das Resultat auf diese Formen 
iibertragen zu kénnen. Die Formen A und B brauchen aber, wie man 
leicht erkennt, nicht notwendig K-Formen zu sein. Sind sie jedoch beide 
primitiv (was bei gleicher Diskriminante der drei Formen nur méglich 
ist, wenn auch die Ausgangsform C primitiv ist), im besonderen, wenn 
es sich dabei um eine Komposition, also eine Komposition primitiver 
Formen von gleicher Diskriminante handelt, so miissen sie ebenfalls 
K-Formen sein. Das kann entweder daraus geschlossen werden, daB die 
beiden Transformationsdeterminanten Fee und | 5a: | zu jeder beliebigen 
Zahl prim sein kénnen, oder auch daraus, da8 die koordinierten bili- 
nearen Substitutionen, welche die Formen A in BC und B in CA trans- 
formieren"'), ebenfalls ganzzahlig sind. Fiir eine Kompositionstheorie 
primitiver Formen gleicher Diskriminante kommen daher nur die K-For- 
men in Betracht. Im folgenden haben wir es nur noch mit diesem Haupt- 
fall der Komposition zu tun. 


7. Wenn in diesem Sinne eine Komposition A B= C besteht, wobei 
die Symbole A, B, C primitive Formen gleicher Diskriminante oder auch 
ihre Klassen bedeuten, so bestehen, wie an anderer Stelle gezeigt wurde, 
gleichzeitig noch eine Reihe weiterer Kompositionen, die man erhilt, 
wenn man die bilinearen Substitutionen des durch M bestimmten tetra- 
edralen Systems bildet**). Dabei sind zwei Falle zu unterscheiden. Ent- 
weder sind die reziproken Formen %, 6, €, welche stets einer Ordnung 
angehéren, da das fiir A, B,C gilt, primitiv oder nicht. Im ersten Fall 
stimmt die Ordnung der Formen YU, 8, € mit der Ordnung der Formen 
A, B, C iiberein. Man hat dann die folgenden 24 Kompositionen, wobei 
eine entgegengesetzte Form bzw. die entgegengesetzte Klasse durch einen 
dariiber gesetzten Strich bezeichnet wird: 


1) A. a. O. *) § 6. 
4) A. a. O. *) § 2. 
#%) A. a. O. *), Nr. 9 und 10. 
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AB=C, BC=4A, CA= 
AB—6, BE-%, Cu— | 
AB=€, BC=%, CA=-8, BA=GE, 
aB=C, B€=A4, CA=B, BA=C, CBV=—A, A 

Im zweiten Falle sind nur die letzten sechs zu streichen. 

Diese Formeln unterscheiden sich von den a. a. O. angegebenen nur un- 
wesentlich in der Bezeichnung. Da8 die bilinearen Substitutionen fiir diese 
24 bzw. 18 Gleichungen, deren Existenz dabei nachgewiesen wurde, auch 
tatsichlich Kompositionen vermitteln in dem oben eingefiihrten Sinne, ist 
leicht zu sehen. In der Tat sind zunachst die bilinearen Substitutionen 
ganzzahlig mit Ausnahme der 6 letzten im zweiten Falle. Ihre Signatur 
und Art ist positiv, so daB die zweite und dritte Forderung erfiillt sind. 
DaB die bilinearen Substitutionen aber auch der ersten Forderung geniigen, 
ergibt sich sogleich daraus, da8 unter den zu komponierenden Formen 


immer wenigstens eine primitiv ist, wobei natiirlich wieder die 6 letzten 
im zweiten Falle ausscheiden. 


§ 3. 
Herstellung einiger Kompositionen. 


8. Wir wenden uns nun zu dem Nachweis, da8 auch umgekehrt ajle 
primitiven K-Formen eine Komposition zulassen. Das wurde bereits friiher 
(a. a. O. *)) fiir die K-Formen erster Art nachgewiesen; doch wurde damals 
die dritte Forderung fiir den Begriff der Komposition nicht beachtet, 
weshalb wir auf diesen Beweis noch einmal zuriickkommen. In 4hnlicher 
Weise wird dann der Nachweis auch fiir die K-Formen zweiter Art erbracht. 

Wir betrachten zunichst K-Formen, welche imstande sind, die Zahl 1 
darzustellen. Solche K-Formen sollen Hauptformen und ihre Klassen 
Hauptklassen genannt werden. 

In einer Hauptklasse erster Art kann man eine Form H((z)) 

=23 +h(2,,2,,2,) mit der Reziproken 9((z)) = d23 + §(z,, z,, 25) 
auswihlen. Dabei ist )(2z,,2z,, 2,) eine ternére Form vom Tragheitsindex 
0 oder 1, der Determinante d und der Adjungierten h(z,,2z,,2,). Fir 
eine solche Form besteht, wie schon Hermite gezeigt hat**), die Identitat 

A((z)) H((y)) = A((z)) 
(G) to = Foo — Shine» 


pa? = Ze = Ly Ye + Le Yo + Be181 + Bea 82 + Bes 8s. 


**) Hermite, Sur la théorie des formes quadratiques. Journal fiir r. u. a. Math. 47 
(1854) = CEuvres I, S. 212. 
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Eine Hauptklasse zweiter Art kann durch eine Form mit dem ersten 
Koeffizienten 1, also durch eine Form 


H((x)) = 2 Zhe — La (By + hg, Ly + hoy Xq + Igy %y) + -- 


mit der Reziproken 9 ((z)) = 3 7 On 2,2, Treprasentiert werden. Fiir eine 


solche Form besteht eine der Seniidiies entsprechende Identitat, deren 
Herleitung wir an dieser Stelle iibergehen**). 


H((x)) H((y)) = H((z)) 


*.* 
Zo = Ly Yo — D> here Ye, 
ik 


2, = Fy Yy +2, Hq thoy %¥% + bss (Za Ys — 2 Ys) 
+ (Bins — Bis ta) #2 + (Bs Yo — Bar Yo) 
(@’) 2, = We Yq + Ly Yo + hoe Xe Ys + Bae (2s ¥: — 2, Ys) 
+ ( a 3. gee bs, 3) Y_+ (Dye ¥s — bss Y,)%, 
Z, = Ty Ys + Zs Pies + bss (2, Yq — XY;) 
+ (By — Bye 1) Ys + (Des 9: — Dis Yo) 2s 
Die Formeln (G) und (G’) vermitteln Kompositionen im obigen Sinne. 


Demnach gestatiet jede Hauptklasse eine Komposition mit sich selbst 
zu sich selbst. 

Zwischen Hauptklassen der gleichen Diskriminante ist aber auch keine 
andere Komposition méglich. Besteht nimlich zwischen drei Hauptformen 
H,, H,, H, mit gleicher Diskriminante eine Komposition H, H, = H,, so 
schlieBt man daraus leicht, daB die drei Formen notwendig dquivalent 
sein miissen. 


9. Um den Nachweis der Existenz - Komposition fiir eine beliebige 
primitive K-Form erster Art A((z)) = S/a;,2,2, zu fiihren, kniipfen wir 
ry 


an die in Nr. 3 gegebenen Identitaéten an. Wir diirfen dabei ohne Ein- 
schriankung die Form A in ihrer Klasse bestimmt ausgewahlt denken. 
Das kann aber so geschehen, daB a,, positiv und prim zu 2d und auch 
prim zu Qo, ist. Man kann dann die Matrizen a*,a* und a*, a* in der 
folgenden Weise zerlegen 


*)) a ' * itis 
a* = |\aye|| = || Acel| || eel], @* = || age || = || Age || || @e || 


G* = || axe|| = || Acell local], @* =| ane|| = || Ace || ce 


14) Sie kann durch lineare Transformation aus der Hermiteschen Formel ge- 
wonnen werden. Dabei ist 5.5 =} (bes +4.) usw., vel. Nr.. 3. 
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e 7 A a , 
| &e | gx | = Boos | &ee | = | Ap) = Ag, et Dace gk |, 
A an =o | Sea | usw. 

= Care 


Setzt man nun in der Identitat I von Nr. 3 zi = >” «,;2;, so werden 
die Bilinearformen 


, +? ' 1 +f + , =~ 
2 = Meg (Ly Yi — VeYq) + —- DS Mri Miede = LY Ori (LQ Yi — VY) +L Seid 
i S00 tk i i 


ganzzahlig. Weiter folgt, weil a,. ungerade, da8 

4 Ape Moi Oe = Boo Dox 

ik 
gesetzt werden kann, wo die h,, ganze Zahlen sind. Werden die Unter- 
determinanten im dreireihigen System der §,, durch h,, bezeichnet, so 
erhalt man durch Ubergang zu den adjungierten Substitutionen 

Sy Giz Aig Age = a3, hy: 

tk 
Die Identitaét nimmt also, wenn die Akzente an den z; fortgelassen werden, 
die folgende Gestalt an: 

A((x))A((y)) = 22 + h(z,, 2, 2) = H((z)), 

Zy = SAie Xi Ye, 
(K) gunn 

2 = DS hs (pH; — Yq) + Dd” G5 8, 

+ + 

wobei H((z)) jetzt eine Hauptform erster Art bezeichnet. 

Ganz entsprechend ergibt sich, wenn man in der Identitat (I’) die 
Transformation z/ = 5’’ a!;z; ausiibt, die Existenz einer zweiten Haupt- 
form H’((z))=z2 + h'(z,, z,, 25), fiir welche identisch 

A((x))A((y)) = 22 +h’ (z,, 2,, 2) = A’ ((z)), 
(K’) Zo = 2 die i Ye, 
z= D0 (29 Ys — ZY) — Dy Hig 8. 
Die hiermit gewonnenen bilinearen Substitutionen (K) und (K’) sind 


beide von positiv-negativer Signatur, d.h. die Determinante 55 | hat 
k 


Oz; | : : — 
“| negatives Vorzeichen. Sie sind aber von 


Oz, | 
verschiedener Art, weil das fiir die bilinearen Substitutionen (I) und (I’) 
gilt und sie daraus durch reelle Transformation der z, mit positiver 
Determinante hergeleitet sind. Man kann sie aber leicht in solche von 


positives, die Determinante 

















Komposition quaternarer quadratischer Formen. $11 


positiver Signatur und positiver Art verwandeln, z. B. dadurch, da8 man 
bei (K ) die Variablen y, und z, und bei (K’) die Variablen z, , z,, x, mit — 1 
multipliziert. Geht noch A((xz)), wenn z, durch — zx, ersetzt wird, in 
A((x)) tiber, so erhailt man demnach die beiden Kompositionen AA = H 
und AA = H’. 
10. Es sei jetzt A((x)) = 22 My % x, mit der Reziproken 
| 
A ((x)) = 34 _Sa,,2,x, eine primitive K-Form zweiter Art,.die wir in ihrer 
ik 
Klasse ohne Einschrankung so gewahit denken kénnen, da8 a, = ia,, 
positiv und prim zu 2d und auch prim zu a,, ist. 
Zufolge der Identitéten von Nr. 3 wird dann 


ie 
A((x))A((y)) =23 + ri ~ G5), 2,2, 
s 
fiir 
2 = > > Fie» 
tk 
1 oi 
2, >= % Yr — 29g t a P Oe 8k, 
ok 
bzw. 


2 = S. 
Oo > me Fee» 
tk 


1 ++ 
Zp = Tyr — TeYQ — a > Ar &- 
E 


Ersetzt man z, durch 2, + }(@ 9,2, + GogZq + Gg2_), 80 wird die 
rechte Seite der Identitaét und der Ausdruck fiir z, ganzzahlig. Man erhilt 
nimlich die Formeln 

P 1 ’ 

A ((x)) A ((y)) = 2 (2 + Gq1 2, + Fog % + Gog 25) + 95 2 4,2; 2, 

fiir 


| % = (Ay Xp + Ap, Z, + Bog Zy + gg Xy) Ho + 2 ane: Ye, 


|, = LoYr — FeYqQ + 


1 ,_* 
a Py rz &, 


bzw. 


; * 
{ % = (yp + Go, Z, + Gog Zz + Aqg Zz) Yo + = Opi Ti YE, 
+ 
1 __* 
leon ~ag—4 Dab: &- 
% 


Wir zerlegen jetzt die Matrizen a*, a* und a*, a* ahnlich wie oben 
in der folgenden Weise 


a* = || age || =|] Ace|| lose], [a* =|] age] = |] Ace || Gell, 


. 1 .# ° ' : \ wns 
a* = |\ag;|| =|] Agel||lacel], &* =|] azel| =|] Agel | ae, 











$12 
wobei 


, ' =? | o , , 
Gel =|ae|—a,, |ae|—\a2)/—a,, Ar= mae \MR| 


a o ~ 
A... = ——/4@,.,.| usw. 
‘er OGre tk| 


Obt man jetzt in der ersten bilinearen Substitution die Transformation 
z= 5’ a,,2; aus, so wird sie ganzzahlig, es bleibt aber auch die rechte 
F 
Seite der Identitét bei der Transformation ganzzahlig. 
Wenn man namlich fiir z, die Werte z, = 5’A,,2{ in die rechte 
04 
Seite der Identitaét einfiihrt, so erhalt man, wenn die Akzente an den z; 
fortgelassen werden, den Ausdruck 


1 Sh z,z, = H((z)), 


Bq (2 + hoy 2 + gg Zq + Argg 25) + a Min 
+ 


wobei die h,, durch die Gleichungen 


, , 
> MWihir=Ay-hor, S aeAioAnr =a hy, 
7 tk 


bestimmt sind. Dabei sind aber die h,, ganze und h,,,h,,,4,, zudem 


gerade Zahlen. Denn weil Say; a;, =, (a9), wie man durch Ausrechnen 
‘ 
bestatigt, und a») prim zu dp», so gilt D4 ai A;. = 0, (a,), und weil 
‘ 
S” ain Aco Aer = 0, (ao), 80 folgt 
ik 
0,(a,), wenn 9+r 
Saye Aio Ar: j 0 
ik | 0,(2a,), wenn 9 =T. 


Die Transformation ergibt also die folgenden Formeln 


A((z)) A((y)) = A((z)), 


-_ | 4 as £. Shas 
(L) 2 = (do 2p Bo, TT Ugg %y Ao, Xz) Yo = Akt Ye, 
: 
of ~~ 
z= > OG. (LoYs — TYo) + D' Gi h, 
‘ ‘ 


und hier bezeichnet H((z)) ein Hauptform zweiter Art, welche dieselbe 
Diskriminante wie A((x)) besitzt. 


In derselben Weise leitet man aus der zweiten bilinearen Substitution 
eine Hauptform H’((z)) von derselben Diskriminante her, fiir welche die 
Identitat besteht 


A((x))A((y)) = A’ ((z)) 
f ' +? * 
(L’) Zo = (Bp Lo + Aq, XZ 1 Ay Xe 4 4323) Yo + 2 On; Xi YE, 
7 i 


Bee s~f 
2,= DS) Ges (oy — XYo) — > a, 54 8. 


a a 
i s 
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Endlich ergeben sich aus den beiden Formeln (L) und (L’) ahnlich wie aus 
(K) und (K’) die Kompositionen AA = H und AA = H’, wobei A und A 
wieder entgegengesetzte Formen bzw. Klassen bezeichnen. 

11. Damit ist gezeigt, daB alle primitiven K-Formen eine Kom- 
position zulassen. Aus den Kompositionen AA = H und AA = H’ lassen 
sich noch eine Anzahl weiterer herleiten. Es bestehen namlich nach Nr. 7 
gleichzeitig die folgenden Kompositionen : 


HA=A, AA=H, AH=A, AH'’=A, AA=H’, 
HU=A, AU=H, WH=A, AH’=A, AA—Q’, 
©A=UA, AA=H, AH=—A, AGH’=A, AUA=G', 9'A=—YF, 
zu denen im Falle, daB die Form & primitiv ist, noch diese sechs hinzu- 
treten: 
OA=A, AXW=—H, AH=—A, AH'=—=A, AA=—H', HO’ A= 
An anderer Stelle werden wir zeigen, daB die Hauptklassen H und 
H' durch die primitive Klasse A eindeutig bestimmt sind. Wir nennen 
die Klassen A und H, ebenso A und H’ gegenseitig einander zugehérig, 
und zwar bezeichnen wir die Zugehérigkeit noch niher durch die Reihen- 


folge der zu komponierenden Klassen. Wenn naimlich HA = A, so heibt 
H in bezug auf A die vordere oder links zugehérige 


I 
be) 


> 


, 


| 
; 2 be, 
I 
se! I 








| H | 9 A | Hauptklasse und A in bezug auf H eine hintere oder 

9 | [a| a j rechts zugehdrige Klasse. Demnach ist auch die Klasse 2% 
|__|" _{ der Hauptklasse H rechts, die Klasse %& ihr links zu- 

A x || 9" gehorig. 

UY) 4A!’ A’ Die 24 Kompositionen, die im Falle, daB Y& primitiv 








ist, bestehen, lassen sich in einem sehr einfachen Schema 
zusammenfassen. Ordnet man namlich die hier vorkommenden Klassen in 
der vorstehenden Weise in einem Quadrat an und wahlt irgendwie zwei 
Klassen so aus, daB die Zeile, der die erste, und die Spalte, der die 
zweite angehdért, sich auf der Hauptdiagonale treffen, so ist in der ge- 
gebenen Reihenfolge aus den Klassen diejenige 


























: |A | # | C ¢ Klasse zusammengesetzt, welche sich in dem 
g | a [a re iva Feld befindet, in dem sich die Spalte, der die 
: ll —+—__+— erste Klasse, und die Zeile, der die zweite 
A | [ar B\S angehért, treffen. 
oH | [4 | | .|8\B In dhnlicher Weise lassen sich die Kom- 
ie 6 positionsformeln der Nr. 8 durch das neben- 
Cc | & B | B | : | a stehende Schema und dieselbe Regel darstellen. 
c | |e ‘e|B |: | ; Alle zwélf hier auftretenden Klassen kénnen 





verschieden sein. Auf diese Schemata hoffe 
Mathematische Annalen. 91. 21 
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ich bei einer anderen Gelegenheit naher eingehen zu kénnen. Fiir alle 
untereinander komponierbaren primitiven Formenklassen gleicher Dis- 
kriminante lassen sie sich zu einer Kompositionstafel*®) vereinigen, welche 
eine vollstandige Beschreibung aller Kompositionen liefert. 


12. Wir geben zum Schlu8 zur Erlauterung zwei Beispiele. 
































- t, 3, . : . 
Aus der positiven Ordnung “ a 4 wahlen wir als Reprisentant 
2, 2,2 
der Klasse A die Form |3, 4, 5,7] aus und finden dann A~ & und 
4,—2,0 
—2,2,2 0,0, 0 
An~U~]3, 4,5,7], H~}1, 5,7, 11], 
4,2,0 —6,4, 2 
2, 2, 0 0, 0, 0 
©~1/2, 3, 4,17], A’n~%'~]1, 3, 6, 17 
0, 0, O . 2 




















Demnach reduzieren sich die oben angegebenen Kompositionen auf die 
folgenden neun: 
HA=A, AA=H, AH=4A, AH'=A, AA=H', H'A=A, 
AA=9, 9A=A, AQ=A. 
Das Beispiel l48t erkennen, daB bei den quaterniren Formen bei 
einer Komposition AB = C durch zwei der drei Klassen die dritte keines- 
wegs eindeutig bestimmt ist**). 


“" zweites Beispiel get wir ein solches, wo die acht Klassen 
4, AX, H, H’, S, %’ alle verschieden sind. Die Formen gehéren 


dabei der Ordnung (1. \ 2) an. 




















\1, 83, 1 

2, 2, 0 —2,-—2, 0 
A~|3, 18, 14, 16], A~}]3, 13, 14, 16], 

6. &. 8 6. & «6 

és @ @ > & 8 
A~i6, 7, 7, 21, U~i6, 7, 7, 2, 

4, 4,-—2 4, 4,-—32 




















**) Die Kompositionstafeln bildeten bereits den Gegenstand eines Vortrages auf 
dem Naturforschertag in Nauheim im September 1921. 
**) Entgegen einer friiher von mir ausgesprochenen Vermutung a. a, 0.*) SchluB. 
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0, 0 
48 


rs 
22, — 6 














0, 0 
11, 23, 31 
14, 6,—4 




















(Eingegangen am 16. 9. 1923.) 














Uber Grenzwerte ganzer transzendenter Funktionen. 


Von 


Karl Grandjot in Géttingen. 


Zahlreiche Arbeiten befassen sich mit den etwaigen Grenzwerten ganzer 
Funktionen auf Wegen ins Unendliche; dabei wird bald nach den még- 
lichen Grenzwerten auf beliebigen Kurven, bald nach den Kurven gefragt, 
auf denen gewisse Grenzwerte angestrebt werden kénnen. DaB eine nicht 
konstante ganze Funktion nicht auf allen ins Unendliche gehenden Wegen 
einen endlichen Grenzwert haben kann, folgt sofort aus einem bekannten 
WeierstraBschen Satz. Andrerseits gaben aber Herr Malmquist*) und dann 
Herr Mittag-Leffler*) Beispiele von ganzen Funktionen, die auf allen Halb- 
strahlen aus dem Nullpunkt auBer auf einem einzigen gegen Null gingen, auf 
diesem einen aber unendlich wurden; Herr Mittay-Leffler*) konnte sein 
Beispiel spater so abandern, da8 die Funktion auf allen Halbstrahlen aus 
dem Ursprung gegen Null strebte, ohne identisch zu verschwinden — sie 
hatte nimlich auf einem gewissen (nicht durch den Nullpunkt gehenden) 
Halbstrahl den Grenzwert Unendlich. SchlieBlich*) bildete er auch eine 
nicht konstante ganze Funktion, die auf allen Halbstrahlen denselben end- 
lichen Grenzwert hatte; beim Nachweis dieser Eigenschaft muBte er aller- 
dings einen gewissen Halbstrahl gesondert behandeln. In der vorliegenden 
Arbeit gebe ich im § 1 eine ganze Funktion an, die sogar auf allen ins Un- 
endliche gehenden algebraischen Kurvendsten gegen Null strebt, aber nicht 
identisch Null ist (im Gegenteil lings einer gewissen transzendenten Kurve 
*) Etude dune fonction entizre, Acta math. 29 (1905), S. 203-215. 


*) Une nouvelle fonction entitre. Comptes rendus Acad. sc. Paris 188 (1904), 
8. 941—942. 

*) Sur une classe de fonctions entitres, Verh. des III. internat. Math.-Kongr. in 
Heidelberg 1904 (Leipzig 1905), 8S. 258—264. 


*) Sur la représentation analytique d’une branche uniforme d'une fonction monogene 
(Sixiéme note), Acta math. 42 (1920), S. 285—308. 
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gegen Unendlich geht). Das zur Aufstellung benutzte Verfahren ist durch- 
aus dem Mittag-Lefflerschen nachgebildet. 

Im § 2 zeige ich durch ein Beispiel das Vorhandensein ganzer Funktionen, 
die zwar auf allen sich ins Unendliche erstreckenden algebraischen Kurven- 
asten einen endlichen Grenzwert haben, aber nicht auf allen den gleichen. 

Schon eine solche nicht konstante ganze Funktion, die auf allen Halb- 
strahlen aus Null einen endlichen Grenzwert hat, kann nicht von endlichem 
Geschlecht sein; das ersieht man leicht aus einem bekannten Phragmén- 
Lindeléfschen Satz®). Anders steht es mit ganzen Funktionen, die auf 
allen Halbstrahlen gegen Unendlich streben, ohne doeh rational zu sein. 
Fiir solche Funktionen gab Herr von Koch‘) die einfachsten Beispiele; unter 
diesen hat z. B. e*+-z das endliche Geschlecht Eins. Im § 3 stelle ich 
jetzt ganze transzendente Funktionen jeder endlichen Ordnung auf, die 
wiederum sogar auf allen algebraischen Kurvenisten gegen Unendlich 
streben. Man bemerkt daran: In dem bekannten Wimanschen Satz, daB 
eine nicht konstante ganze Funktion von der Ordnung 9 < } nach dem 
Unendlichen hin sich keinem endlichen Grenzwert nahern kann, darf ,,end- 
lichen Grenzwert“ nicht etwa durch ,,Grenzwert“, nicht einmal durch 
,,Grenzwert auf allen algebraischen Kurvenisten“ ersetzt werden. 


os 


Stets sel w=u-+oi, (=&+nt, z=2+ yi; Logarithmus und 
Quadratwurzel sollen ihren Hauptwert haben. Fiir jedes r > 1 mége durch 
die Abbildung ¢ = e’” aus der (in diesem Sinne durchlaufenen) Kurve 


UST, v=nz,; ur, ac<v<38a; ulSr, v=32 


die Kurve 7, und aus u>2, v=2a die Kurve 7 werden; ferner be- 
zeichne F. den ¢ = 0 enthaltenden zusammenhangenden Teil des Gebiets, 
dessen Punkte von allen Punkten von 7. um mehr als 1 abstehen. Jedes 
F, enthalt alle mit kleinerem r, und jeder Punkt der Ebene liegt in 
einem F.. Die v2 und v= 32 entsprechenden Punkte von 7 und 
die Punkte von 7 geniigen, a=1 bzw. =3 baw. =2, Vw=p+qi 
gesetzt, der Beziehung 


w=(p+qi)=p?—g?+2pqgi=u+ani, I=3, 


aé 
a ee ani | ao ani ae 
ciate —er(1+ 2p +0(5))=&(1+ sragg +0 (tops): 


5) Sur une extension d’un principe classique de l'analyse et sur quelques propriétés 
des fonctions monogenes dans le voisinage d’wn point singulier, Acta math. 31 (1908), 
S. 381—406. 

*) Sur une classe remarquable de fonctions entizres et transcendantes, Arkiv for 
mat., astr. och fys. 1 (1903), 8. 205-208. 


, 
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Man echennt, daB fiir alle z auf 7 und alle ¢ auf 7, der Abstand 
|\¢ —z|>e> 0 ist; und da die Punkte eines jeden K, — so mége in Zu- 
kunft ein ins Unendliche gehender Ast einer algebraischen Kurve kurz 
bezeichnet werden —, der (-Ebene asymptotisch eine Beziehung der Ge- 


stalt ¢™ 1” = konst. erfiillen, liegen die hinreichend entfernten in F,. 
Nun ist das Integral 
log*< 
e° " 
J 2 Baas 


fiir alle z in F, rt konvergent; denn es ist |¢--z|>1 und 


auf T zuletzt | ee'**| — | ee”| — e-e* < e- eflwl — pet '@l<| — Bhenso 
konvergiert f auch fiir alle z auf T gleichmaBig, wegen |¢--z|>c. Fir z 
T1 


in F, definiert daher f eine regulire Funktion f,(z), und da fiir z in F, 
T, 

nach Cauchy /, (z) = f,(z) fiir jedes r gilt, ist f,(z) eine ganze Funktion. 

Ferner strebt f,(z) gegen Null, wenn z in F, nach dem Unendlichen 

geht, insbesondere also auf jedem K. Endlich verschwindet /f,(z) nicht 

identisch; denn auch fiir z auf 7 und z— cx gilt f—o, also nach Cauchy 


T, 
(bei passend groBem r = r(z)) 


f, (2) =f, (2) = f f+2niee™ - f+2aiee®@™*_. ow. 
T, ? r, 


Fiir jedes r>1 entstehe durch die ene ¢=logw die Kurve 
T. aus 


r 


Sor, v= —AZ MET, —ALV<; UST, U=2; 
ferner sei F, der ¢ = — 2 enthaltende zusammenhangende Teil des Gebiets, 
dessen Punkte von allen Punkten von 7 um mehr als 1 abstehen. Fiir 
die » = 2 und v = — a entsprechenden Punkte von 7, gilt 

ni {1 


f = log(u + 22) log u + — +0(<)—f+2e-#4 + o(e-). 


Fiir alle ¢ auf 7, und die letzten z eines festen K ist |¢ —z| >ec>0, 


falls K die positive x-Achse nicht zur Asymptote hat; sonst bleibt es 


entweder zuletzt ,,au8erhalb“ von 7, und seine Punkte erfiillen eine Be- 


ziehung z= x + br?i-+-o(x?), 620, 0 < 0, so daB zuletzt 


[b| wo — IbI, 


lt—2z > 5 \gtae *¢ + o(e-§) —&— bé* i — 0(E*)| > see \c\° 


gilt; oder aber es fallt mit der Achse zusammen, 


und es ist zuletzt 
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|\¢ —z| >|me-*é+o0(e-*)| >e-* >e-'!*!. Jedenfalls wird also zuletzt 
C—2|>e-ll, 


Fiir die ganze Funktion 


rol 8 


Pein t 
g(t) =f“ att 
0 
gilt bei reellem ¢ 


p(f)—+a, wenn (-+-+-00, 


> 


o(t)=f“*at—o(- ), wenn (—» — oo. 


Daher ist 
jus dt 
G-—2 
T, 
fiir alle z in F, gleichmaBig konvergent; denn es ist |¢ — z| > 1 und zuletzt 
e** =e” = — e* + — 00, 
also 


li 


wl)— Q(e-t*"  ). 
Fiir die letzten Punkte eines jeden K konvergiert { auch gleichmaBig, da 
T; 


p (e**) = O(e-*) = O(e7? 


der Integrand dann gleichmaBig O(e~!**  e'¢!) ist. Wie im § 1 ergibt 


sich, daB die durch f{ in F, definierte Funktion f,(z) ganz ist. Ferner ist 
qT, 


f,(z)—>0, wenn z auf einem von der positiven z-Achse verschiedenem X ins 
Unendliche geht. Auf dieser aber ist bei groB werdendem z (r passend groB) 


f,(z) =f.(2) =f =f + 2aip(et*)—+2a%s. 
f, #, 


§ 3. 

1. Beispiel einer ganzen transzendenten Funktion der Ordnung Null, 
die auf allen K nach Unendlich strebt. 

Fiir n= 1, 2,3,... sei |a. |= 2” und 

f(z) = Ts - - ). 
1 

Der Grenzexponent, also auch die Ordnung von f(z) ist offenbar Null. 
Nun sei a, durch die Bedingung Ra,>0, Ya, = e™" festgelegt. Fiir 
alle a, und fiir die letzten Punkte z eines K ist offensichtlich |z—a,|>1. 
Dann ist aber, wenn bei |z|>8 das natiirliche m aus |a,,_,|<|z|<|a,,| 
bestimmt wird, 
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Adin gy |s—2|-|1— —2-|>|1- 2): 
1 » m— va . a! 


1 


m+1 
m~2 x 
TT sh) See ese HG — re) 
m—2 x 
. [J (2"" *—1)-5- [f(i-2""*) 
1 - m+1 


m—2 


> JJ 2°-*.2-**. J (1 9-*)— 9 2 -27**. 6. a0. 
1 1 

2. Fiir ein Beispiel einer ganzen Funktion jeder endlichen Ordnung 
o> 0, die auf allen K gegen Unendlich geht, geniigt es, eine Funktion 
fiir jedes o mit 0 << o<} anzugeben; denn ersetzt man hierin z durch 
z', l= 2,3,..., so entstehen Funktionen jeder endlichen positiven Ord- 
nung, wahrend die Gesamtheit der K ungeandert bleibt. 


re 4 1 ‘ 
Fir n=1,2,3,... und o=—2>2 sei |a, | =n’, 


f(z) =2* JJ (a- =), 
1 


Der Grenzexponent und damit die Ordnung von f(z) ist 9. Wieder werde 
a, durch ia, >0, Ja, = e™n festgelegt. Fiir alle a, und fiir die letzten 
Punkte z eines K ist |z—a,| > 1. Bei unveranderter Bedeutung von m 
ist dann fiir alle hinreichend groBen | z| 


-2 
m-s « 





“ > tel® (idm-s! oy), 1#—Gm-a! |2—Ga! fy _ | @m1\ 
f(z) ad IT | a, L Gams Amn, Ti a, | / 
1 m+1 
z IT (("=1)' -1) r (1 - pm? \ 
2 I “a J I \n) / 


m—2 
z 7 2a 1 (m—1)(2m—2)(2m—1)2m 
a = ( 1)" 2 
- m m 


r 
lim J7°-™)\"*") 


TH? m+ 


; (r—m)!(r+m)!_ |z . (r+1) .-(r+m) _ 12! 
= 5 lim (rs)? ae j lim (r—-m+l1)...r 16 co. 


Tre rT>2 


Géttingen, den 18. August 1923. 






(Eingegangen am 15. 9. 1923.) 
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